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Zusammenfassung

Dieses Skript ist aus den Vorlesungen Fffiziente Algorithmen und Komplexititstheorie im
WS 89/90 und Schnelle parallele und randomisierte Algorithmen im SS 90 an der Universitit
Bonn hervorgegangen.
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Kapitel 1

Maschinenmodelle und
grundlegende Algorithmen

Die Untersuchung von Algorithmen erfordert ein genau definiertes Maschinenmodell. Fin Ma-
schinenmodell stellt Resourcen und einen Zugriff auf diese Resourcen zur Verfiigung. Sie kénnen
sich in der Anzahl und der Art der elementaren Operationen unterscheiden. Die ersten Maschi-
nenmodelle sind in den 30-er Jahren eingefiihrt worden, um den Begriff der Berechenbarkeit
zu prézisieren. Die wichtigsten Ansitze waren Semi-Thue Systeme, Typ 0-Grammatiken und
Turing Maschinen. Wir werden spéter nur auf die Turing Maschine eingehen, da sich diese drei
Modelle als dquivalent erwiesen haben und die Turing Maschine dem intuitiven Berechenbar-
keitsbegriff am nédchsten kommt.

Wir konnen den Berechenbarkeitsbegriff auf die Erkennung von Teilmengen A von {0,1}*
reduzieren, d.h. auf Funktionen {0,1}* — {0,1}. Beliebige Funktionen f : IN — IN konnen
durch Funktionen f” : {0,1}* — {0,1}* und diese entweder durch Funktionenfamilien ¢; :
{0,1}* — {0,1} oder durch Funktionen ¢ : {0,1}* x {0,1}* — {0,1} ersetzt werden. Wir
definieren eine Menge A C {0, 1}* als berechenbar, falls es eine TM M gibt, die A erkennt, d.h.
V2 € A nach einer endlichen Anzahl von Berechnungsschritten hilt und akzeptiert. Fiir 2 ¢ A
wird die Endlichkeit der Berechnung nicht gefordert, jedoch darf die Berechnung in diesem
Fall nicht mit einem akzeptierenden Halten enden. Eine solche Menge A heifit auch die von M
akzeptierte Sprache L(M).

Durch Einschrankung der Resourcen, bei der Turing Maschine z.B. Zeit oder Band, entsteht
eine Struktur auf der Menge der erkennbaren Sprachen. Die Analyse dieser Struktur ist Ge-
genstand der klassischen theoretischen Informatik und soll hier nicht behandelt werden. Ein
Standardwerk hierzu ist das Buch von Hopcroft und Ullman ([HU 79]).

Wir wollen auf neuere Berechnungsmodelle eingehen und neue Resourcen eréffnen. Das Turing
Maschinenmodell ermdéglicht nur sequentiellen Zugriff auf die gespeicherten Daten. Moderne
Rechenanlagen kénnen jedoch auf ihren Speicher beliebig zugreifen (random access). Diese
Rechnerarchitektur fiihrte zur Entwicklung eines theoretischen Random Access Maschinenmo-
dells (RAM) mit einer beliebigen Anzahl von beliebig groien Speicherzellen. Dieses Rechner-
modell ist nicht so trige wie die Turing Maschine, erméglicht jedoch — wie wir spiter sehen
werden — nur eine polynomielle Beschleunigung von Algorithmen. Eine direkte Folgerung aus
dieser Tatsache ist, dafl die Menge der in polynomieller Zeit erkennbaren Sprachen dieselbe
ist. Anders gesehen ist diese Menge, aus historischen Griinden P genannt, sehr robust, da sie
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invariant gegeniiber dem Maschinenmodell ist.

Der Engpafl moderner Rechenanlagen ist der Mangel an Recheneinheiten. Wahrend in den 50-
er und 60-er Jahren aus Kostengriinden die Computer nur eine Recheneinheit besaflen, ist man
heute bemiiht, viele CPU’s in einem Rechner unterzubringen, die dann parallel an der Lésung
eines Problems arbeiten. Auch diese technologische Entwicklung inspirierte die theoretische
Informatik und als Folge wurde das Rechnermodell der PRAM (parallele RAM) entwickelt. Es
besteht aus vielen RAM’s, die iiber einen gemeinsamen Speicher miteinander kommunizieren
kénnen. Die Untersuchung schneller paralleler Algorithmen und der Vergleich mit sequentiellen
Algorithmen ist zentraler Gegenstand der aktuellen Forschung.

Der Fortschritt im Design und der Herstellung hochintegrierter Schaltkreise (VLSI) hat sich
in dem Berechnungsmodell der Schaltkreise niedergeschlagen. Wir werden spéter sehen, dafy
dieses Berechnungsmodell von den anderen Modellen abweicht. Um iiberhaupt einen Vergleich
zu den anderen Modellen zu schaffen, ist es nétig Schaltkreise mit gewissen einschrinkenden
Eigenschaften zu betrachten. Diese Einschrankung ist die Forderung, daff ein Schaltplan fiir
den Schaltkreis schnell erzeugbar sein soll. Eine detaillierte Beschreibung dieser Bedingung
wird in Abschnitt 1.4 gegeben.

Unser Ziel ist die Entwicklung effizienter Algorithmen, d.h. Algorithmen, die zu ihrer
Durchfiihrung nur wenig Resourcen verbrauchen. Insbesondere sind wir an der Reduzierung der
bendtigten Zeit interessiert. Ein klassisches Konzept ist hier die Einfiihrung von Nichtdetermi-
nismus. Nichtdeterminismus bedeutet, dal Aktionen der Maschinen nicht eindeutig durch ihren
Zustand festgelegt sind, sondern die Maschinen eine endliche Anzahl von Wahlméglichkeiten
besitzt. Dieser Entscheidungsprozef ist nicht bestimmt (nicht deterministisch). Eine Eingabe
wird akzeptiert, wenn es eine Folge von Wahlen gibt, so da3 die Maschine in einem Endzu-
stand landet. Es ist nicht bekannt ob die Hinzufiigung von Nichtdeterminismus die Menge der
erkennbaren Sprachen — bei sonst gleichen Einschrdnkungen der Resourcen — vergréfiert.
In einigen Fillen ist diese Frage zu bejahen, in anderen zu verneinen, wieder andere Fragen

sind noch offen. Die bekannteste offene Frage hierzu ist, ob P NP gilt. Es wird jedoch die
Ungleichheit dieser beiden Komplexitdtsklassen vermutet. Die beste bekannte Simulation des
Nichtdeterminismus ist die vollstdndige Durchsuchung des Berechnungsbaumes. Dies resultiert
in einer exponentiellen Laufzeit.

Nichtdeterministische Berechnungsmodelle existieren nur in der theoretischen Informatik und
es ist nicht bekannt, ob man je einen realistischen Computer bauen kann, der nichtdetermini-
stisch arbeitet. Ein realitdtsndherer Ansatz ist die Verwendung von Randomisierung anstatt
von Nichtdeterminismus. Dabei wihlt die Maschine die ndchste Aktion in Abh&ngigkeit ihres
Zustandes und eines Zufallsexperiments. Dieses Zufallsexperiment kann durch Zufallszahlenge-
neratoren erzeugt werden. Dies sind entweder Pseudozufallszahlengeneratoren, die eine schein-
bar zufillige Folge von Zahlen erzeugen, oder Zufallszahlengeneratoren, die eine natiirliche
Zufallsquelle, wie z.B. thermisches Rauschen, verwenden. Der Bau von randomisierten Ma-
schinen ist daher wesentlich realistischer als der Bau nichtdeterministischer Maschinen. Die
Untersuchung der Beziehung zwischen randomisierten Maschinen und deterministischen Ma-
schinen steckt noch in den Kinderschuhen. Da jedoch auch hier die beste bekannte Simulation
die vollstdndige Durchsuchung des Berechnungsbaumes ist, erhofft man, durch Verwendung von
Randomisierung schnellere Algorithmen zu bekommen und eine grofiere Anzahl von Problemen
effizient l6sen zu kénnen.



Notationen

Zum vereinfachten Umgang mit dem asymptotischen Verhalten von Funktionen fiihren wir No-
tationen ein, die auch Landausche Symbole genannt werden. Solche Funktionen sind fiir unsere
Zwecke meistens Funktionen, die die Rechenzeit, den Speicherbedarf, den Prozessoren-
verbrauch und den Verbrauch von Zufallsinformation widerspiegeln, also den Verbrauch
von Resourcen, die zur Lésung eines Problems notwendig sind.

Definition 1.0.1 Sei f eine Funktion f : IN — IN. Dann definieren wir die folgenden
Klassen von Funktionen.

O(f) ==Hg:IN — IN|(Fc > 0)(Ing € IN)(Vn > ng) ¢(n) <cf(n)}.

Fiir Funktionen g € O(f) gibt f also bis auf einen konstanten Faktor eine obere Schranke fiir
g an, so z.B fiir die Laufzeit und den Speicherverbrauch eines Algorithmus.

Q(f):=={9g:IN - IN|(3c > 0) g(n)> cf(n) fiir unendlich viele n}.

Fiir Funktionen g € Q(f) gibt f eine untere Schranke fiir ¢ an. Die Struktur der Definition
unterscheidet sich jedoch von der von O(f). Dadurch ist es méglich, enge untere Schranken
anzugeben. Das Beispiel 1.0.2 wird dies verdeutlichen. Auflerdem sei

O(f) = Q(f) NO(f).

Beispiel 1.0.2 Sei f die Laufzeit des Algorithmus der Primzahlen testet, indem die Eingabe
n durch den Teilbarkeitstest mit jeder Zahl < \/n auf Primalitidt getestet wird. Damit gilt fiir
die Laufzeit f:

I fiir n gerade
fn) = { - \/n fiir n prim.

Wiirde © analog zu O definiert sein, so wire f € Q(1), was jedoch nicht dem wahren Verhalten
der Laufzeit entspricht. Durch unsere Definition gilt f € Q(y/n) und f € O(y/n). Dies entspricht
dem wahren Laufzeitverhalten des Algorithmus.

Mit Hilfe dieser Definition haben wir Klassen von Funktionen charakterisiert, deren Wachstum
durch f majorisiert bzw. minorisiert wird, bzw. deren Wachstum gleich dem Wachstum von f
ist. Wir fithren folgende Konvention ein. Wir schreiben

g = O(f) statt ¢ € O(f) und

g = Q(f) statt g € Q(f).

Zur Erlauterung sei folgendes Beispiel gedacht:

Beispiel 1.0.3 Sei
P(n) =ag+ ain + asn® + -+ a,n™

mit positiven Koeflizienten. Dann gilt
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BEwWEIS:  Der Bewelis ist einfach :

P(n) (aon_m + -t a,)n™

( 1= OQZ)
en™  flir ¢ =Y a; und alle n > ng = 1.

A

Der Vollstdndigkeit halber geben wir auch folgende

Definition 1.0.4 Sei f wie oben. Dann definieren wir

Damit gilt offensichtlich: f € o(g) & ¢ € w(f).

Wir wollen nun auch mit unseren Klassen von Funktionen rechnen.

Satz 1.0.5 Es gelten die folgenden Gleichungen.

O(f) = O(0(f))
0o(O(f)) = O(o(f)) = o(f)
O(f)-0(9) =O(f - 9)
O(f) + O(g) = O(max{ f, g}),

wobel die Summe und das Produkt zwischen den Klassen kanonisch definiert ist.

1.1 Turing Maschine

Zunichst wollen wir uns dem Berechnungsmodell der Turing Maschine (TM) zuwenden. Ope-
rationell besteht eine TM aus einer Zentraleinheit und einer endlichen Anzahl von B&ndern.
Auf diese Bander kann die TM mittels Schreib/-Lesekopfe zugreifen. In der Zentraleinheit be-
findet sich ein endliches Programm, das die Bewegung der Kopfe und die Schreiboperationen
in Abhdngigkeit von den Bandinhalten an den aktuellen Bandpositionen und dem inneren Zu-
stand der endlichen Kontrolle bewirkt. Je nach Anzahl und Art der Bédnder, der erlaubten
Bewegungsrichtungen der Képfe und der Fahigkeit zu Schreib- bzw. Leseoperationen ergeben
sich eine Vielzahl verschiedener TM Modelle. Wir betrachten hier nur einfache Modelle, die
wir wie folgt formal definieren wollen.

Definition 1.1.1 Eine (k-Band) TM M ist ein 5-Tupel M =< @, 4, qo, I, " > wobei

o () die endliche Menge der Zustinde der endlichen Kontrolle,
® gy € () der Startzustand,

o I’ C () die Menge der akzeptierenden Zustinde,
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e [' das Bandalphabet, d.h. jede Zelle der Bénder beinhaltet ein Element aus I' (|I'] > 2),
und
e 0 die Zustandsiiberfiithrungsfunktion (das Programm)
§:(Q,TF) = (Q,T% {L,N, R}")

sind.

M akzeptiert € ['*, falls M hilt, d.h. nach einer endlichen Anzahl von Zustandsiibergdngen
in einem Endzustand ¢’ € F iibergeht. Die Menge aller akzeptierten Wérter bildet die von M
erkannte Sprache L(AM).

L(M):={x € I'" | M akzeptiert z}.

Nun miissen wir den Verbrauch der Resourcen ndher betrachten. Die Zeit fiir die Berechnung
an z € L(M) sei mit T'(z) bezeichnet und ist die Zahl der Zustandsiibergidnge. Die Anzahl der
benutzten Bandzellen ist der Speicherverbrauch und werde mit S(z) bezeichnet. Dann

Definition 1.1.2

T(n):= |$|:£%§(M)T(x).
S(n) = max S(z).
( ) |z|=n,zeL(M) ( )

Falls die Berechnung der TM M immer von der ganzen Eingabe abhingt, so gilt T'(n) > n
und S(n) > n, obwohl zur eigentlichen Berechnung weniger als n Speicher benétigt wird.
Daher betrachten wir im weiteren ein spezielles Turing Maschinenmodell, das die Eingabe, die
Ausgabe und den Arbeitsspeicher voneinander trennt.

Definition 1.1.3 Offline TM

Eine Offline TM ist eine Turing Maschine mit einem Eingabe-, einem Ausgabe- und einem
Arbeitsband. Von dem Eingabeband darf nur gelesen werden und der Lesekopf darf in bei-
de Richtungen bewegt werden. Das Ausgabeband ist eine reines Schreibband, hier darf der
Schreibkopf jedoch nur nach rechts bewegt werden, d.h. eine einmal gemachte Ausgabe kann
nicht {iberschrieben und damit korrigiert werden. Das Arbeitsband ist ein normales Band, auf
ihm sind sowohl Schreib- als auch Lesezugriffe erlaubt, der Schreib/Lesekopf kann in beide
Richtungen bewegt werden.

Abbildung 1.1 zeigt ein Diagramm einer Offline TM.

Definition 1.1.4 Online TM

Eine Online TM ist eine Offline TM, bei der auch der Eingabekopf nur nach rechts bewegt
werden darf, d.h. das Modell der Online TM ist eine Einschridnkung des Modells der Offline
TM.

Fiir Offline TM’s definieren wir den Speicherverbrauch S(z) als die Anzahl der benutzten
Zellen auf den Arbeitsbdndern. Durch diese Definition ist es moglich TM’s mit sublinearen
Speicherverbrauch zu betrachten.



8 KAPITEL 1. MASCHINENMODELLE UND GRUNDLEGENDE ALGORITHMEN

Read Only Eingabe

A
A

— Read Write

endliche Kontrolle || Speicher

Write Only Ausgabe

Abbildung 1.1: Offline Turing Maschine

Beispiel 1.1.5 Auf dem Eingabeband unserer TM M stehen getrennt durch ein spezielles
Zeichen zwei unidr dargestellte Zahlen. Wir wollen das Produkt dieser beiden Zahlen berechnen
und undr dargestellt ausgeben. Dies geschieht folgendermaflen: Wir lesen die erste der beiden
Zahlen von dem Eingabeband, indem wir die Anzahl der Striche bindr auf dem Arbeitsband
zihlen. Nun kopieren wir die zweite Zahl auf das Ausgabeband und zdhlen danach die binidre
Zahl um eins herunter. Dies wiederholen wir sooft, bis die Zahl auf dem Speicherband 0 ist.
Auf dem Ausgabeband steht nun das Ergebnis. Der verbrauchte Speicher auf dem Arbeitsband
ist nur logarithmisch (und somit sublinear) in der Eingabeldnge unseres Algorithmus.

Im folgenden werden wir nur Offline TM’s betrachten und diese einfach mit dem Begriff TM
bezeichnen.

Wir kénnen nun die Menge der berechenbaren Sprachen strukturieren, indem wir sogenannte
Komplexititsklassen einfiihren. Dies sind Mengen von Sprachen, die von TM mit beschrinkten
Resourcen erkannt werden kénnen.

Definition 1.1.6 Beschrénken wir den Zeitverbrauch zur Erkennung der Sprache A durch
eine Funktion f, so erhalten wir die Sprachenklasse TIME(f).

TIME(f) := {A C {0, 1}3TMM mit L(M) = A und T(n) = O(f(n))}

In gleicher Weise kénnen wir auch den Speicherverbrauch beschrénken.

Definition 1.1.7

SPACE(f) :={A C{0,1}*|3TMM mit L(M) = A und S(n) =0(f(n))}
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Beziiglich dieser Komplexitdtsklassen sind die folgenden Relationen bekannt. Zum Beweis ver-
weisen wir auf [HU 79].

Definition 1.1.8  s(n) heifit band-konstruierbar, falls es eine TM M gibt, die fiir |z| =
n hochstens s(n) Bandspeicher benétigt und es mindestens ein & mit || = n gibt, dessen
Berechnung genau s(n) Speicher benétigt. s(n) heifit voll band-konstruierbar, falls jedes x
genau s(|z|) Speicher verbraucht. ¢(n) heifit zeit-konstruierbar, falls die analoge Bedingung fiir
den Zeitverbrauch erfiillt ist (analog auch der Begriff voll zeit-konstruierbar).

Theorem 1.1.9 Es gelten die folgenden Relationen fiir f < g
TIME(f) C TIME(g).

SPACE(f) C SPACE(g).
SPACE(f) C TIME(¢), fiir ein ¢ € IN falls f(n) > logn.
s1(n)

Seien s; und s9 voll band-konstruierbar mit lim,,_, . saln) = 0. Dann gilt

C
SPACE(s1) # SPACE(s,).

Sei ty voll zeit-konstruierbar und fiir ¢; gelte lim,, % = 0. Dann gilt

TIME(t1) £ TIME(,).

Nun kénnen wir die Menge der in polynomieller Zeit erkennbaren Sprachen definieren.

Definition 1.1.10 Die Klasse P aller polynomiell Zeit-berechenbaren Sprachen ist

P:= [J DTIME(f).
fEnO(l)

1.2 RAM - Maschinen

Nun wollen wir die grundlegenden traditionellen Rechnermodelle verlassen und uns den mo-
dernen Berechnungsmodellen zuwenden. Das grundlegende Modell ist das der Random Access
Machine, das in [SS 63] eingefiihrt wurde. Es ist stark an das J.v.Neumann’sche Rechnermodell
angelehnt.

Das Modell von v. Neumann besteht aus einer Rechen- und Steuereinheit, einem Hauptspeicher,
der sowohl die Instruktionen als auch die Daten beinhaltet, zusitzlich FEin- und Ausgabeeinhei-
ten und einem Hintergrundspeicher. Die Steuereinheit kann wahlfrei auf die Speicherzellen im
Hauptspeicher zugreifen, diese Daten manipulieren und wieder speichern. Dabei wird die Zeit
fiir eine elementare Operation durch die Zeit, die fiir die Kommunikation zwischen Speicher
und Steuereinheit notwendig ist, majorisiert. Das v. Neumann’sche Rechnermodell ist in fast
allen géngigen sequentiell arbeitenden Computern verwirklicht.
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————————————————————————————————————
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Abbildung 1.2: Random Access Maschine

Definition 1.2.1 Random Access Maschine

Eine Random Access Maschine, kurz auch RAM genannt, ist ein theoretisches Rechnermodell.
Eine RAM besteht aus einem Akkumulator o und einer beschrinkten Anzahl von Indexre-
gistern vi,72,...,7y, einer Menge von Speicherzellen p;, 7 € IN, auf die wahlfrei zugegriffen
werden kann, und einem Programmzihler LC'. Der Inhalt der Speicherzellen, der Register und
des Programmz&hlers sind beliebig grofie ganze Zahlen. Somit kann der Speicher auch als eine

Funktion p : IN — Z aufgefafit werden. Die Abbildung 1.2 zeigt ein Schaubild der RAM.

Eine Random Access Maschine kann als eine Art ‘springende’ TM angesehen werden, da der
wahlweise Zugriff auf den Speicher einem Sprung des Lese/Schreibkopfes an die entspechende
Bandzelle entspricht (anstatt einer Folge von Kopfbewegungen).

Nun wollen wir eine genaue Beschreibung des Maschinenmodells RAM geben. Um die syntak-
tische Definition zu geben, benutzen wir die Backus Naur Form. Auf eine genaue semantische
Definition verzichten wir, da sie fiir die RAM offensichtlich ist und auch nicht in den Rah-
men dieser Vorlesung gehort. Genaueres kann im Skript Informatik LII (WS 86/87, SS 87)
nachgelesen werden.

Zunichst definieren wir die syntaktischen Klassen:
Definition 1.2.2 Syntaktische Kategorien der RAM

¢ <REG>:u=a |7 1<j<g

e <LOP > ::=p; | < REG >

e <OP>:u=1i|p | <REG>

e <MOP > :u=p;yp, miti€ INund1<j5<yg

e <G>u=v mitl1<j<yg
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o < NUM > := IN

Dabei bedeutet p; den Inhalt der Speicherzelle mit der Nummer 7. Wie oben gesagt kann p auch
als Funktion p : IN — Z D IN interpretiert werden. Eine Adressenrechnung wird durch die

Verwendung der indirekten Adressierung méglich. Sie erfolgt {iber die Benutzung modifizierter
Operanden < MOP >.

Wir kénnen die Befehle der RAM in vier verschiedene Kategorien einteilen:

Transportbefehle,

Sprungbefehle,
e arithmetische Befehle und

Indexbefehle.

Die Transportbefehle dienen zum Laden und Speichern des Akkumulatorinhaltes und der Re-
gisterinhalte von bzw. in die Speicherzellen. Fiir diese Aufgabe stehen 4 Befehle zur Verfiigung.

Definition 1.2.3 Transportbefehle

1. < TB > := < REG > «+ < OP >

2. <TB > 1= a & < MOP >

3. <TB > i= < LOP > «+ < REG >

4. <TB > := < MOP > + «

Die Sprungbefehle erméglichen die Steuerung des Programmflufies.

Definition 1.2.4 Sprungbefehle

1. < SB > := GOTO <« NUM >

2. <8B > :=1F < REG > < VO > 0 THEN GOTO <« NUM >

wobei < VO > die Menge der Vergleichsoperatoren darstellt: < VO > == |# | < | < | >
| >.

Die arithmetischen Befehle ermoglichen der RAM das Ausfiihren elementarer Rechenoperatio-
nen.

Definition 1.2.5 Arithmetische Befehle

1. <AB>:i=a+ a < AOQO > < OP >
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2. <AB > i=a &« a < AO > < MOP >

mit den elementaren arithmetische Operationen < AO > == |+ | — | | DIV | MOD.

Durch Simulation von anderen Vergleichs- und arithmetischen Operationen kénnen die Klassen
< AO > und < VO > vergroflert werden. Die Kosten fiir diese neuen Operationen entsprechen
dabei den Kosten fiir die Simulation.

Definition 1.2.6 Indexbefehle

1. <IB>:=<G>+<G>+1 1fest

2. <IB>u=<G>+« <G>—1 1fest

Damit sind alle Klassen von Befehlen definiert. Ein RAM - Programm ist nun eine (numerierte)
Folge von RAM - Befehlen. Genauer:

Definition 1.2.7 RAM - Programm

Sei<B>u=<TB> |<SB> |<AB > | < IB > die Menge aller RAM - Befehle. Dann
ist die Kategorie der RAM - Programme als Menge von numerierten RAM - Befehlen wie folgt
definiert:

<RP>:u={<NUM> <B>}

Als Konvention nehmen wir an, dafl die Befehle eines RAM-Programms fortlaufend von 0
an numeriert sind. Zum Start eines RAM-Programmes nehmen wir zusétzlich an, daf§ alle
Speicherzellen mit 0 initialisiert sind und nur die Speicherzelle py die Eingabe enthélt. Nach
Beendigung des RAM-Programms wird die Ausgabe in der Speicherzelle p; zur Verfiigung
gestellt.

Unsere Definition der RAM 146t folgende Vergleiche zu Turing Maschinen und v.Neumann
Rechnern zu:

e Sowohl bei der RAM als auch bei dem v.Neumann Rechner ist wahlfreier Zugriff auf den
Speicherraum moglich.

e Bei RAM und Turing Maschine ist das Programm fest vorgegeben und getrennt von den
zu verarbeitenden Daten; beim v.Neumann Rechner ist dies nicht so.

e Die RAM kann im Gegensatz zur Turing Maschine und v.Neumann Rechner in einer
Speicherzelle beliebig grofie Zahlen (und damit beliebig viel Information) speichern.

e Der Speicherraum von RAM und Turing Maschine ist abzihlbar unendlich, der Speicher-
raum des v. Neumann Rechners ist endlich.

Da eine RAM in jeder Speicherzelle beliebig grofle Zahlen speichern kann, und damit in einer
Operation auch Daten beliebiger Grofle verarbeiten kann, bendtigen wir ein geeignetes Kom-
plexititsmaf}, welches die Grofle der Operanden beriicksichtigt. Diese Notwendigkeit tritt bei
den Turing Maschinen nicht auf, da in einer Zeiteinheit nur eine Bandzelle pro Band bearbei-
tet werden kann, deren GréBe nur von der (festen) Kardinalitdt des Bandalphabetes abhingt.
Daher definieren wir nun fiir die RAM zwei Kostenmafle.
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Definition 1.2.8 Kostenmafe fiir die RAM
Fiir die RAM konnen wir in natiirlicher Weise zweil Kostenmafie definieren:

e EinheitskostenmaB, d.h. jeder Speicherzugriff und jeder Befehl kostet eine Zeiteinheit

e Logarithmisches Kostenmaf$ (auch Bit-Kostenmaf} genannt), d.h. die Kosten jedes Spei-
cherzugriffs und jedes Befehls sind proportional zur Linge der Operanden (in Bindrdar-
stellung).

Wir wollen diese Definition noch ein wenig konkretisieren:

Definition 1.2.9 Kosten fiir die Bereitstellung von Operanden
Mit L(n) sei die Linge der Dualdarstellung von n gemeint,

1 falls n =0
Lin) := { |logn| +1 sonst.

Die folgenden Tabellen zeigen die Kosten fiir die Bereitstellung von Operanden,

Operand ‘ Einheitskostenmafl ‘ Log. Kostenmaf

1 0 0
REG 0 0

pi 1 L(z)
ity I L(3) + L)

und fiir die Kosten der Befehle.

Befehlsart Einheitskostenmafl ‘ Log. Kostenmaf
Transportbefehl 1 14+ L(m)
Sprungbefehl 1 1+ L(k)
Arithm. Befehl 1 14+ L(my) + L(mz)
Indexbefehl 1 14+ L(7)+ L(v;)

wobei m, my und mgy Operanden und k der Sprunglabel sind.

Mit Hilfe dieser verschiedenen Kostenmafle kénnen wir einem RAM-Programm auch verschie-
dene Komplexititen zu ordnen.

Definition 1.2.10 Einheitskomplexitdt eines RAM-Programms
Gegeben sei ein RAM-Programm P. Dann ist die Einheitszeitkomplexitdt von P

Tp(n) := max {Anzahl der ausgefiihrten Operationen bei Eingabe '}

|z|=n
und die Einheitsspeicherkomplexitit von P

Sp(n) = |m|ax{ maximale Anzahl der benutzten Register und Zellen

wihrend der Berechnung bei Eingabe z}.
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Definition 1.2.11 Log.-Komplexitdt eines RAM-Programms
Gegeben sei ein RAM-Programm P. Dann ist die log.-Zeitkomplexitdt von P

Tp(n) = ﬁi)é{ Summe der log.-Kosten der Operationen

wihrend der Berechnung bei Eingabe z}
und die log.-Speicherkomplexitidt von P

Sp(n) == |m|ax {max. Summe der Langen der Bindrdarst. der Zelleninhalte bei Eingabe z}.

Zur Erlauterung dieser Definition sei ein kleines Beispiel gedacht.

Beispiel 1.2.12 Das folgende RAM-Programm P berechnet 2.

a+—1

Y1 < Po

IF v =0 THEN GOTO 6
a4~ o x 2

Y1467 — 1

GOTO 2

e o

O T W N~ O

Eine kleine Analyse zeigt, daB dieses Programm eine Einheitszeitkomplexitit von Tp(n) = O(n)
jedoch eine log. Zeitkomplexitit von Tp(n) = O(n?) besitzt.

Bemerkung 1.2.13 Die Verwendung der Technik Square and Multiply fihrt zu einem
Algorithmus zur Berechnung von 27, der eine Einheitszeitkomplexitdt von Tp(n) = O(logn)
und eine log. Zeitkomplexitdt von Tp(n) = O(nlogn) besitzt.

Ahnlich zu den Turingmaschinen kann auch fiir ein RAM-Programm P die von P akzeptierte
Sprache definiert werden.

Definition 1.2.14 Gegeben sei ein RAM-Programm P, so dafl fp : ¥* — {0, 1} die totale
Funktion ist, die durch P berechnet wird. Dann ist die von P akzeptierte Sprache

L(P):={veX |fp(v)=1}.
Nun fiithren wir Sprachklassen ein, die durch RAM-Programme definiert werden.

Definition 1.2.15 Sprachklassen fiir RAM
Sei T': IN — IN. Dann gilt:

RAM-TIME(T'(n)) := {A|3 P mit Tp(n) = O(T'(n)) und L(P) = A}.
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Sei S : IN — IN. Dann gilt:

RAM-SPACE(S(n)) := {A|3 P mit Sp(n) = O(S(n)) und L(P) = A}.
Desweiteren ist die folgende Sprachklasse der simultan beschrinkt berechenbaren Funktionen
definiert:

RAM-TIME-SPACE(T (n), S(n)) := {A|FP mit Tp(n) = O(T(n)),

Sp(n) =0(S(n)) und L(P) = A}

Eine besonders wichtige Klasse der simultan beschrinkbaren Sprachen ist die ‘Steve’s Class’,
benannt nach Steven Cook.

Definition 1.2.16
SC* := RAM-TIME-SPACE(log* (n), n®M)
SC = |J sc*
keIN

Spiter werden wir analog definierte Klassen von Sprachen kennenlernen, deren Studium einer
der Schwerpunkte dieser Vorlesung sein wird.

Nun wollen wir die verschiedenen Berechnungsmodelle miteinander vergleichen. Hierzu hilft

die folgende

Definition 1.2.17 Seien 11,75 : IN — IN zwei Funktionen. Sie heiflen polynomiell ver-
kniipft, falls es ein Polynom P gibt, so daf§

Ti(n) = O(P(T3(n))) und Ty(n) = O(P(T1(n)))
gelten. Man kann dann auch Tlo(l) = TQO(I)

Zwei (abstrakte) Maschinen M; und M; heifilen polynomiell verkniipft, wenn Ths, und Thg,
polynomiell verkniipft sind.

schreiben.

Die bisher eingefiihrten Modelle sind polynomiell verkniipft:

Satz 1.2.18 Das Modell der Turing Maschine ist polynomiell verkniipft zum Modell der
RAM-Maschine. Damit gilt

RAM-TIME(n®®M)) = TIME(n° ™))

Es gilt auch:
RAM-SPACE(n®M)) = SPACE(n°1)

Beweis:  Sei M eine Turing Maschine mit Laufzeit Ths(n). Dann kann M leicht in (log.) Zeit
Tar(n)log(Thr(n)) auf einer RAM simuliert werden, indem jede Speicherzelle fiir ein Bandzelle
der Turing Maschine steht.

Sei andererseits P ein RAM Programm mit Laufzeit Tp(n). Dann kann P auf einer Mehrband
Turing Maschine in Zeit Tp(n)® simuliert werden. Ein ausfiihrlicher Beweis hierzu steht z.B.
in [Me 84]. Diese Mehrband TM kann dann mit quadratischem Zeitverlust durch eine Offline
TM oder eine Einband TM simuliert werden. O

Damit ist das Berechnungsmodell der Turing Maschine gleich stark zum Berechnungsmodell
der RAM. Dariiberhinaus kann die Turing Maschine die RAM auch noch effizient (d.h in
polynomieller Zeit) simulieren.
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1.3 Parallele RAM-Maschinen

Zunéchst werden wir unser Modell der RAM erweitern. Dies fithrt zum parallelen Berechnungs-

modell der PRAM.

Definition 1.3.1 Parallele RAM Maschine
Eine Menge von Tupeln (a,v1, ..., 74, LC') und eine Menge von Speicherzellen p;, ¢ € IN, heifit
PRAM, falls

e jedes Tupel (a,71,...,7, LC) mit der Menge der Speicherzellen eine RAM bildet; (es
gelten die im vorigen Kapitel definierten Befehle.)

e die Menge der Speicherzellen fiir alle RAM’s dieselbe ist, d.h. die RAM’s keinen lokalen
Speicher besitzen;

e jede RAM durch eine fiir sie spezifische Nummer R< NUM > ausgezeichnet ist;
e alle RAM’s dasselbe RAM-Programm bearbeiten.

e die RAM’s sind synchronisiert, d. h. alle RAM’s beginnen ihre Anweisung zeitgleich.
Die nichste Anweisung wird erst gemeinsam von allen RAM’s begonnen, nachdem alle
aktiven RAM’s die vorherige Anweisung ausgefiihrt haben.

Eine RAM als Teil einer PRAM unterscheidet sich also grundsétzlich von einer normalen RAM
dadurch, daf sie keinen unendlich groflen privaten Speicher hat. Daher kénnen wir eine RAM,
die Bestandteil einer PRAM ist, auch als Prozessor also als reines Rechen- und Steuerwerk
ansehen. Es gilt jedoch folgende

Bemerkung 1.3.2 Es ist keine Einschrdnkung, dafi die RAM’s keinen lokalen Speicher
haben. Der globale Speicher kann mittels einer geeigneten Adrefirechnung so aufgeteilt wer-
den, dafl er in unendlich grofle lokale Speicher fiir jede RAM und einem unendlich groflen
gemeinsamen Speicher zerfillt. Diese Speicheraufteilung kann z.B. mittels Methoden &hnlich
zum Cantorschen Diagonalverfahren konstruiert werden.

Definition 1.3.3 Erweiterung des Befehlssatzes
Jede RAM erhilt eine eigene Nummer. Diese Nummern bilden eine neue Kategorie:

< RNUM > =R €N .
Zu den Sprungbefehlen wird der folgende Befehl hinzu addiert:

< SB > = 1IF < RNUM > <« VO > < NUM > THEN GOTO < NUM > .

Auflerdem wird eine weitere Klasse von Befehlen definiert, die fiir die Parallelitit sorgen:

< PB > := FORK < RNUM > .

Wihrend die Semantik der bisher definierten Befehle offensichtlich war, miissen iiber diese
neuen Befehle einige Worte verloren werden:
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e [rreicht ein Prozessor einen bedingten Sprung, der in Abh&ngigkeit von der Prozessor-
nummer steht, so verzweigt er in Abhédngigkeit seiner (festen) Nummer. Dadurch kann
der KontrollfluB so beeinflufit werden, daf§ nicht alle Prozessoren das gleiche berechnen.

e Erreicht ein Prozessor einen FORK Befehl mit seiner Prozessornummer, so wird ein neuer
Prozessor aktiviert. Dabei wird der lokale Inhalt des Prozessors (o, y1, ..., 7,4, LC) in den
neu aktivierten Prozessor kopiert.

Es treten aber noch mehr Probleme auf. Zunichst muf definiert werden, wie eine Berechnung
gestartet wird und wann eine Berechnung beendet ist.

Definition 1.3.4 Die Berechnung einer PRAM wird dadurch gestartet, dafi der Prozessor
mit der Prozessornummer 0 die Berechnung beginnt. Die Berechnung einer PRAM ist beendet,
wenn der Prozessor mit der Prozessornummer 0 stoppt. Man kann also den Prozessor Fp als
Master-Prozessor ansehen.

Definition 1.3.5 Die Laufzeit T Pp eines PRAM Programmes P ist die Laufzeit des Pro-
zessors mit der Prozessornummer 0.

S Pp bezeichne die maximale Anzahl von Prozessoren, die wihrend der Berechnung aktiviert
werden.

Bemerkung 1.3.6 Damit hdngt die Laufzeit eines PRAM Programms von den Komple-
xitdtsmafBen ab, die wir auf die aktivierten Prozessoren anwenden. Es gibt hier also auch ein
Einheits- und ein logarithmisches Kostenmag.

Durch die Definition der Laufzeit und des Prozessorenverbrauchs kénnen jetzt auch Sprach-
klassen eingefiihrt werden.

Definition 1.3.7 Sprachklassen fiir PRAM
Sei T': IN — IN. Dann gilt:

PRAM-TIME(T (n)) := {A|3 P mit TPp(n) =O(T'(n)) und L(P)= A}
Sei S : IN — IN. Dann gilt:

PRAM-SIZE(S(n)) := {A|3 P mit SPp(n) = O(S(n)) und L(P)= A}

Desweiteren ist die folgende Sprachenklasse, die Klasse der simultan beschrankt berechenbaren
Funktionen.

PRAM-TIME-SIZE(T'(n), $(n)) := {A|3P mit TPp(n) = O(T(n)),
SPp(n)=0(S(n)) und L(P) = A}

In dieser Vorlesung wollen wir effiziente Algorithmen betrachten. Fiir ein paralleles Berech-
nungsmodell bedeutet dies, dafl wir bei polynomiell beschrankten Prozessorenaufwand
nur polylogarithmisch viel Zeit aufwenden wollen.
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Definition 1.3.8 Spezielle Sprachklassen
PRAM*(S(n)) := PRAM-TIME-SIZE (log" 7, S (n))
PRAM" := ] PRAM*(S(n))

S(n):no(l)

Die Tatsache, dafi viele Prozessoren gleichzeitig auf einen gemeinsamen Speicher zugreifen,
kann zu Konflikten fiihren.

1. Zwei Prozessoren wollen gleichzeitig aus einer Zelle lesen.
2. Ein Prozessor will aus einer Zelle lesen, in die ein anderer Prozessor schreiben will.

3. Zwei Prozessoren wollen in die gleiche Zelle schreiben.

Der Fall 2 kann leicht mit Hilfe der folgenden Definition gelést werden.

Definition 1.3.9 Berechnungsphasen
Der Berechnungsvorgang [duft in drei Phasen ab.

1. Lesephase: Jeder Prozessor liest die Daten, die fiir den nichsten elementaren Befehl nétig
sind, aus dem gemeinsamen Speicher.

2. Berechnungsphase: Jeder Prozessor fiihrt eine Operation aus, die nur von den lokalen
und gerade gelesenen Daten abhingig ist.

3. Schreibphase: Jeder Prozessor schreibt das Ergebnis seiner Berechnung in den gemeinsa-
men Speicher.

Somit findet der Lese- und der Schreibvorgang zu verschiedenen Zeiten statt; dadurch sind Lese-
und Schreibkonflikte ausgeschlossen. Die anderen beiden Fille lassen sich nicht allgemein 16sen.
Daher definieren wir je nach Lésung dieses Problems geeignete Modelle.

Definition 1.3.10 PRAM Modelle
Wir unterscheiden die folgenden Modelle von PRAMs.

e EREW-PRAM (Exclusive Read Exclusive Write): gemeinsames Lesen und Schreiben sind
verboten.

e CREW-PRAM (Concurrent Read Exclusive Write): nur gemeinsames Lesen ist erlaubt,
Schreibzugriffe auf dieselbe Speicherzelle sind verboten.

e CRCW-PRAM (Concurrent Read Concurrent Write): sowohl gemeinsames Lesen als auch
gemeinsames Schreiben ist erlaubt.

Im Falle der CRCW-PRAM miissen wir noch folgende Fille betrachten:

e Common CRCW-PRAM: gemeinsames Schreiben ist nur erlaubt, falls alle Prozessoren,
die in eine Speicherzelle schreiben wollen, den gleichen Wert schreiben.
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e Arbitrary CRCW-PRAM: beim gemeinsamen Schreiben setzt sich einer der Prozessoren
willkiirlich durch.

e Priority CRCW-PRAM: beim gemeinsamen Schreiben setzt sich der Prozessor mit der
kleinsten Prozessornummer durch.

Das Modell der PRAM erweitert die Menge der berechenbaren Funktionen nicht, da PRAM’s
leicht durch RAM’s simuliert werden kénnen. Dabei simuliert die RAM in S P(n) Schritten je
einen Schritt der SP(n) aktiven Prozessoren der PRAM. Dadurch erhalten wir einen RAM-
Programm mit Laufzeit SP(n)-TP(n).

Ein PRAM-Programm ist somit optimal, wenn das Prozessor-Zeit-Produkt SP(n) - T'P(n) in
der gleichen Gréflenordnung wie die Zeit des besten sequentiellen RAM-Programms liegt.

Satz 1.3.11 Zwischen den durch die verschiedenen Typen von PRAM’s definierten Sprach-
klassen gelten die folgenden Beziehungen im Einheitskostenmaf:

1. Priority-CRCW-PRAM(T'(n), S(n)) C EREW-PRAM(T (n) - log S(n), S(n))

(n),S
2. Priority-CRCW-PRAM(T'(n), S(n)) € Common-CRCW-PRAM(T (n), S(n)?)
) C

3. EREW-PRAM(T (n), S(n) ommon-CRCW-PRAM(T'(n), S(n))
C Priority-CRCW-PRAM(T'(n), S(n))

BEWEIS:

zu 1 Wir wollen ein Priority-CRCW-PRAM Programm durch ein EREW-PRAM Programm
simulieren. Dabei kann es sowohl beim Schreiben als auch beim Lesen zu Schwierigkeiten
kommen.

e Schreiben

Wir nehmen an, dafi die Prozessoren P ... P} in die Speicherzellen pq . .. p, schreiben
wollen. Jedem Prozessor P; ordnen wir ein Tupel (j;, 1, z;) zu, wobei &; der Wert ist,
den der Prozessor F; in die Speicherzelle p;, schreiben méchte. Nun sortieren wir die
Folge der Tupel {(ji,?, ;) }1<i<k nach der lexikographischen Ordnung. Verwenden
wir hierzu den parallelen Mergesort von Cole ([Co 86] und [GR 88]), so bendtigen
wir hierzu nur k Prozessoren und O(logk) parallele Zeit. Mit Hilfe der sortierten
Folge koénnen wir jetzt leicht festlegen, welcher Prozessor schreiben darf. Fiir alle
Elemente der Folge gilt: Schreibe x; nach p;;,

— falls das Tupel (j;, 7, #;) das erste Tupel in der sortierten Folge ist oder

— falls fiir den Vorgénger (ji, [, z;) des Tupels (j;,,2;) Ji < j; gilt,
da in diesem Fall 7 die kleinste Nummer eines Prozessors ist, der nach p;; schreiben
mochte.

o Lesen
Sei S := {(ji, )| liest aus p;, }. Sortiere S aufsteigend nach der lexikographi-
schen Ordnung mit |S| Prozessoren und in O(log|S|) paralleler Zeit. Bezeich-
ne S = {s1,...,s;} jetzt die sortierte Folge. Falls fiir ein 7 s; = (j;,¢) und
Sip1 = (Jix1, 0+ 1) mit j; # jiyp gilt, so setze

max (j;) = ¢ und min (Ji41) =7+ 1.
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Fiir jedes j fertige max (j) — min (j) Kopien von p; an und verteile diese an die
entsprechenden Prozessoren.

Damit ist eine Simulation innerhalb der behaupteten Schranken erreicht, da maximal
S(n) Prozessoren parallel lesen und schreiben. O

zu 2 Wir wollen nun eine Priority-CRCW-PRAM durch eine Common-CRCW-PRAM simu-
lieren. Dazu miissen wir unser Programm so abidndern, daf} sichergestellt ist, dafl beim
parallelen Schreiben in eine Speicherzelle nur die gleichen Werte geschrieben werden. Da-
zu nehmen wir an, dafl die Prozessoren P ... P in die Speicherzellen py...p, schreiben
wollen. Jedem Prozessor P; ordnen wir jetzt ein Tupel (j;,7) zu, wobei p;, die Speicher-
zelle ist, in die F; schreiben will. N; seien Hilfsspeicherzellen, die mit 0 initialisiert sind.
Nun fithre mit den Hilfsprozessoren Py; 1 < i < i < k folgende Zuweisung parallel
aus:

N;:=1 falls 5, = j; .

Damit enthdlt V; genau dann eine 1, falls der Prozessor F; nicht schreiben darf. Dies
ist genau dann der Fall, wenn es einen Prozessor mit kleinerer Nummer gibt, der auf
die gleiche Zelle schreiben will. Da immer nur der Wert 1 geschrieben wird, ist dies ein
Common-CRCW Algorithmus. Nun iiberpriift jeder Prozessor mit Hilfe von N;, ob er
schreibberechtigt ist und schreibt gegebenenfalls. a

zu 3 Die verschiedenen Berechnungsmodelle sind Verallgemeinerungen bzw. Spezialfille von-
einander. Daher ist die Inklusionskette klar. O

Als Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir nun noch einige einfache Beispiele von parallelen
Algorithmen geben.

Beispiel 1.3.12 Skalarprodukt
Sei M ein Ring und v, u € M" zwei Vektoren. Dann liegt die Berechnung des Skalarproduktes
bzgl. des Einheitskostenmafles in

EREW-PRAM(logn, n/logn).
Zum Beweis des Beispiels benétigen wir den folgenden wichtigen

Satz 1.3.13 Brent’s Theorem
Sei P eine Algorithmus mit paralleler Laufzeit ¢, der insgesamt m Operationen ben&tigt. Dann
kann P so implementiert werden, daf er mit p Prozessoren O(t 4+ m/p) parallele Zeit benotigt.

BEwEIs:  Bezeiche m(¢) die Anzahl der parallel ausgefiihrten Operationen zum Zeitpunkt

]5 ) + 1 Zeit ausgefiihrt werden. Wenn wir
nun noch {iber ¢ summieren erhalten wir fiir die Gesamtzeit

=2

=1

1 <7 < t. Diese kénnen mit p Prozessoren in Zeit

—|—1 y=m/p+t.
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BEwEIs:  des Beispiels

Der erste Schritt unseres Algorithmus A; aktiviert in O(logn) Zeit n Prozessoren. Diese Pro-
zessoren berechnen dann parallel die Produkte v; - u; fiir 1 < 2 < n. Nun wird mit Hilfe eines
bindren Baumes der Tiefe logn die Summe der n Produkte berechnet. Damit ist unser Algo-
rithmus A; in EREW-PRAM(log n, n).

Der Satz 1.3.13 besagt jedoch, dafi wir unseren Algorithmus noch verbessern kénnen. In un-
serem Fall ist t = logn und m = 2n. Bei der Wahl von p = n/logn Prozessoren erreichen
wir eine parallele Berechnungszeit von O(logn). Unser modifizierter Algorithmus sieht daher
folgendermaflen aus:

e aktiviere n/logn Prozessoren;
e jeder Prozessor berechnet eine Teilsumme der Linge logn in O(logn) sequentieller Zeit;

e die n/logn Teilergebnisse werden durch einen Baum der Tiefe O(log n) zusammengefafit.

Damit gilt der folgende

Satz 1.3.14 Bezeichne SKP die Berechnung des Skalarproduktes, VMAT die Vektor -
Matrixmultiplikation und MMAT die Matrix-Matrixmultiplikation. Dann gelten mit Hilfe des
Beispiels 1.3.12 folgende Aussagen in Bezug auf das Einheitskostenmaf:

SKP € EREW-PRAM(logn,n/logn)
VMAT € EREW-PRAM(log n, n?/logn)
MMAT € EREW-PRAM(logn, n®/logn).

Beispiel 1.3.15 Sieb des Erastosthenes

Wir wollen alle Primzahlen zwischen 1 und n berechnen. Dazu benutzen wir das Sieb des
Erastosthenes: Ein Feld a(i)<;<, wird ausgegeben mit: a(:) = 1 < 4 prim. Der sequentielle
Algorithmus sieht folgendermafien aus (a(7) sei mit 1 initialisiert):

for i := 2 to /n do
for k:=2ton/ido
a(k-i):=0

Fiir diesen sequentiellen Algorithmus gilt nun die folgende Laufzeitabschitzung im Einheits-
kostenmaf:

A Vi
TAIZ;zn-Zz:O(nlogn).

Nun wollen wir diesen Algorithmus parallelisieren. Dies geschieht analog zu Beispiel 1.3.12,
indem zunidchst \/n Prozessoren fiir die dufere Schleife aktiviert werden. Der i-te Prozessor
aktiviert nun —— Prozessoren, die in log n paralleler Zeit die innere Schleife realisieren. Ins-
gesamt lduft der parallele Algorithmus also in logn paralleler Zeit. Fine Abschitzung fiir den

Prozessorenaufwand ist

\/E n nliogmn
Y —otoEny _ o).

= ilogn log n
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Abbildung 1.3: Schaltkreis

Bei einer parallelen Berechnungszeit von O(log n) werden also nur O(n) Prozessoren verwendet.
Dabher ist dieser Algorithmus eine optimale Parallelisierung der sequentiellen Implementierung
des Sieb des Frastosthenes.

1.4 TUniforme Schaltkreise

Nun wenden wir uns den Schaltkreisen als Berechnungsmodell zu.

Definition 1.4.1 Schaltkreis

Ein Schaltkreis C ist ein azyklischer, gerichteter Graph GG = (V, E). Die Knoten aus V sind
die Gatter des Schaltkreises C, die elementare boolesche Funktionen oder Eingaben darstellen.
Die Kanten von G sind die Verbindungen zwischen den Gattern. Der Fan-In eines Gatters
ist der Eingangsgrad des entsprechenden Knoten in G, der Fan-Out ist der Ausgangsgrad.
Der Schaltkreis besitzt n Eingabeknoten mit Eingangsgrad 0 und einen Ausgabeknoten mit
Ausgangsgrad 0. Fin Schaltkreis ist in Abbildung 1.3 dargestellt. Wir unterscheiden folgende
Arten von Schaltkreisen:

e Schaltkreise mit beschrinktem Fan-In und unbeschrinktem Fan-Out und

e Schaltkreise mit unbeschranktem Fan-In und Fan-Out.

Die Gatter des Schaltkreises sind mit Elementen einer vollstdndigen Basis gelabelt, d.h. einer
Menge, aus der alle booleschen Funktionen aufgebaut werden kénnen. Normalerweise ist diese
Basis die Menge {V, A, —}. Es kénnen jedoch auch die Basen {—, V} und {A, &} verwendet wer-
den. Im letzteren Fall stellt der Schaltkreis ein Polynom iiber dem Ko&rper mit zwei Elementen

GF(2) dar.

Im folgenden werden wir zundchst nur Schaltkreise mit beschrinktem Fan-In betrachten. Die
folgenden Definitionen gelten jedoch zum Teil auch fiir Schaltkreise mit unbeschranktem Fan-
In.
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Definition 1.4.2 Gréfie und Tiefe von Schaltkreisen
Fiir einen Schaltkreis C kénnen wir die Grofie und die Tiefe folgendermaflen definieren.

Size(C) = Anzahl der Gatter in C,

Depth(C) = max{|p| | p ist (gerichteter) Weg in C}.

Bemerkung 1.4.3 Schaltkreise mit beschrinktem Fan-In und unbeschréinktem Fan-Out
kénnen in Schaltkreise mit beschrinktem Fan-In und Fan-Out transformiert werden, wobei
sowohl die Grofle als auch die Tiefe nur um einen konstanten Faktor anwichst. Ndheres kann
in [HKP 84] nachgelesen werden.

Schaltkreise berechnen boolesche Funktionen f : IB™ — IB in kanonischer Weise. Um Schalt-
kreise ndher zu untersuchen, miissen also auch boolesche Funktionen betrachtet werden.

Definition 1.4.4  Sei A C {0,1}*. Dann ist A" := AN {0,1}". Mit A und A" seien sowohl
die Mengen als auch ihre charakteristischen Funktionen gemeint, d.h.

1 firzeA
A(x)_{o fiir z ¢ A.

AuBerdem sei

B, ={f|f:IB" — IB}.

Definition 1.4.5 Sei z ein boolescher Wert oder eine boolesche Variable. Dann setzen wir

2! = 2 und 2° = —z. Mit diesen Bezeichnungen sei ein Minterm m, fiir « = (a(1),...,a(n)) €

{0, 1}" definiert durch
me = 2" WA A g2,

Analog ist der Maxterm s, definiert durch

Sq = x;a(l) YRRV O

Damit gilt folgender Satz iiber die Darstellung von booleschen Funktionen.

Satz 1.4.6 Sei f : IB" — IB eine boolesche Funktion. Dann hat f die Darstellung als
Disjunktive Normalform (DNF)
f= 'V m
a€f~1(1)
und als Konjunktive Normalform (KNF)

f= /\ Sq.

a€ f~1(0)

Neben diesen wohl schon bekannten kanonischen Darstellungsformen fiir boolesche Funktionen
gibt es noch die RSE-Ausdriicke, die boolesche Funktionen als Polynome iiber GF(2) darstellen.
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Satz 1.4.7 Ring Sum Expansion Ausdriicke
Fiir jede boolesche Funktion f : IB® — IB gibt es genau einen eindeutig bestimmten 0-1 Vektor

a = (aa)aci,..n}, 5o da
f= @ as N /\ z;.
AC{1,...,n} 1€EA
Diese Darstellung von f heifit RSE-Ausdruck.

BewEls:  Wir zeigen, daff die Abbildung {0,1}*" — IB,, as +— f bijektiv ist. Sie ist in-
jektiv, da zwei verschiedene Vektoren a4 und ap offensichtlich zwei verschiedene Funktionen
reprisentieren. Da die Mengen IB,, und {0, 1}?" die gleiche Kardinalitit besitzen, folgt aus der
Injektivitat die Bijektivitdt. Damit ist jedem Vektor a4 eineindeutig eine boolesche Funktion
f € IB,, zugeordnet und jedes f € IB,, besitzt eine Darstellung als RSE-Ausdruck. a

In Schaltkreisen mit unbeschrinktem Fan-In kénnen die DNF, KNF und die RSE-Ausdriicke
in Tiefe 2 realisiert werden. Die Anzahl der Gatter kann jedoch exponentiell hoch sein. Ein
Schaltkreis mit exponentiell vielen Schaltgattern ist aber aufgrund seiner unpraktikablen Grofie
uninteressant. Auflerdem ist es technisch schwierig, Gatter mit unbeschridnktem Fan-In zu
realisieren. Daher betrachten wir im folgenden nur Schaltkreise mit beschrinktem Fan-In.
Dabei sei der Fan-In ohne Einschriankung = 2. Die Schwierigkeit in der technischen Realisierung
gilt auch (mit gewissen Abstrichen) fiir den Fan-Out. Nach Bemerkung 1.4.3 kénnen wir aber
auch dquivalente Schaltkreise mit beschrinktem Fan-Out betrachten.

Zwischen Schaltkreisen und den bisher betrachteten Berechnungsmodellen tritt nun ein wesent-
licher Unterschied auf. Wahrend sowohl die Turing Maschine als auch die RAM eine Funktion
f + IB* — IB berechnen, so berechnet ein Schaltkreis eine Funktion ¢g : IB™ — IB fiir ein festes,
durch den Schaltkreis definiertes n. Ein Schaltkreis ist ein fester Hardware Chip und berechnet
somit genau eine boolesche Funktion und nicht eine Familie von booleschen Funktionen
wie die RAM oder die Turing Maschine. Wenn wir also Schaltkreise mit den anderen Berech-
nungsmodellen vergleichen wollen, so miissen wir Familien von Schaltkreisen betrachten. Dabei
ist fiir jede Fingabegréfie ein Schaltkreis in der Schaltkreisfamilie.

Definition 1.4.8 Berechnung einer Schaltkreisfamilie

Sei {Cn},cpv eine Familie von Schaltkreisen. {C,} berechnet eine Menge A C {0, 1}* bzw. die
dazugehdrige charakteristische Funktion genau dann, wenn fiir jedes n € IN der Schaltkreis C,,
die Menge A™ berechnet. Wir schreiben dann

L{{Cn}) = A.
Damit kénnen wir wieder Komplexititsklassen definieren.

Definition 1.4.9 Seien S, T : IN — IN. Dann sind
SIZE(S(n)) = {A|3{C.} mit L({C,.}) = A und Size(C,,) = O(S(n))}

und

DEPTH(T(n)) = {A|3{C,} mit L({C,}) = A und Depth(C,) = O(T(n))}.

Wir méchten nun zu einer gegebenen booleschen Funktion einen entsprechenden Schaltkreis
konstruieren. Dieser sollte mdglichst kleine Grofie und moglichst kleine Tiefe besitzen. Es gilt
der folgende Satz.
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Satz 1.4.10 Folgende Resultate sind bekannt.

1. SIZE(2"/n) = IB,,, d.h. jede boolesche Funktion ist mit O(2"/n) Schaltelementen bere-
chenbar.

2. DEPTH(n) = IB,,, d.h. jede boolesche Funktion ist in Tiefe O(n) berechenbar.

BEWEIS:

1. Ein Beweis dieses Resultats von Lupanov kann z.B. in [Sa 76] nachgelesen werden.

2. Dieses Ergebnis ist trivial, da die DNF eine Tiefe n 4 [logn] besitzt. Es gilt sogar: jede
boolesche Funktion kann in Tiefe n + 1 berechnet werden (siche [MP 77]). o

Da jeder Schaltkreis eine feste Eingabegréfie hat, miissen wir also fiir jede Eingabegréfie einen
Schaltkreis konstruieren. Dabei gilt ein Schaltkreis als konstruiert, falls die Beschreibung des
zugrundeliegenden, azyklischen Graphen vorliegt. Was nutzt jedoch ein effizienter, kleiner und
flacher Schaltkreis, wenn die Konstruktion sehr aufwendig ist? Daher betrachten wir nur Schalt-
kreise, die einfach zu konstruieren sind. Solche Schaltkreise nennen wir uniforme Schaltkreise.
Ein weiterer Grund zur Betrachtung von uniformen Schaltkreisen liegt in der Tatsache, daf} es
Schaltkreisfamilien gibt, die Sprachen erkennen, die nicht rekursiv aufzdhlbar sind.

Definition 1.4.11 uniforme Schaltkreise

Bezeichne C eine Beschreibung des Schaltkreises C. Diese Beschreibung ist z.B. die Listendar-
stellung fiir einen gerichteten gelabelten Graphen. Dann ist die Familie {C,,} uniform, falls die
Compiler-Funktion 1" — C,, Turing berechenbar ist. Wir nennen die Familie {C,,} S(n)-space
uniform bzw. T'(n)-Zeit uniform, falls es eine S(n)-space bzw. T'(n)-Zeit beschrankte Turing
Maschine gibt, die die Compiler Funktion berechnet. Insbesondere bezeichnet der Begriff P-
uniform die Familien, die p(n)-Zeit uniform fiir ein Polynom p sind, und der Begriff log-space
uniform die Familien, die mit einer log-space beschrinkten Turing Maschine berechnet werden
kénnen. Falls Zweideutigkeiten ausgeschlossen sind, werden wir den Begriff uniform anstatt
des Begriffes log-space uniform verwenden.

Eine uniforme Schaltkreisfamilie nennen wir auch UC-Algorithmus bzw. UCp-Algorithmus.
Dabei ist jeder UC-Algorithmus auch UCp-Algorithmus, da jede log-space berechenbare Funk-
tion auch in polynomieller Zeit berechnet werden kann.

Im folgenden werden wir nur uniforme Schaltkreise betrachten. Zu diesen Schaltkreisfamilien
kénnen wir wieder geeignet Sprachklassen definieren.

Definition 1.4.12 Sei f:IN — IN. Damit sei

U-DEPTH(f(n)) = {A|3UC-Algorithmus {C,,} mit
L({Ca}) = A und Depth(C,) = O(f(n)},

Up-DEPTH(f(n)) = {A|3UCp-Algorithmus {C,,} mit
L({Cn}) = A und Depth(Cy.) = O(f(n))},
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U-SIZE(f(n)) = {A|3UC-Algorithmus {C,,} mit
L({Ca}) = A und Size(C,) = O(f(n)},

Up-SIZE(f(n)) = {A|3UCp-Algorithmus {C,,} mit
L({C,}) = A und Size(C,,) = O(f(n))},

Nun werden wir die wichtigsten Komplexititsklassen der simultan beschrinkbaren Sprachen
kennenlernen.

Definition 1.4.13 Nick’s Class
Nach Nick Pippenger sind die folgenden Komplexititsklassen benannt.

NC* = {A|3UC-Algorithmus {C,} mit beschrinktem Fan-In und mit
L({C,}) = A, Size(C,,) = n®M) und Depth(C,) = O(log* n)},

NC = [J NC*.
keIN

Wir kénnen die gleichen Definitionen auch auf Schaltkreise mit unbeschrinktem Fan-In an-
wenden. Dabei entstehen neue Komplexititsklassen. Besonders wichtig ist das Analogon zu
den NC* Klassen. Diese Klassen bezeichnen wir mit AC*.

1.5 Beziehungen zwischen den Maschinenmodellen

1.5.1 PRAMSs und uniforme Schaltkreise

In den vorherigen Abschnitten haben wir Sprachklassen in Abhdngigkeit von dem betrachteten
Modell eingefiihrt. Nun wollen wir diese Sprachklassen miteinander in Beziehung setzen.

Satz 1.5.1 Es gilt
NC CP.

Bewegrs:  Ein Schaltkreis mit einer polynomiellen Anzahl von Gattern kann leicht in poly-
nomieller Zeit ausgewertet werden. Dies ist das sogenannte Circuit Value Problem, das wir
in anderem Zusammenhang noch betrachten werden. a

Die allgemeine Vermutung ist, dal NC eine echte Teilmenge von P ist, d.h. nicht alle polynomi-
ell 16sbaren Probleme effizient parallelisierbar sind. Spéater werden wir einige dieser schwierigen
Probleme kennenlernen.

Satz 1.5.2 Es gilt
NC* C ACk C NCHH,
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Bewegrs:  Ein Schaltkreis mit beschrdnktem Fan-In ist nur ein Spezialfall eines Schaltkreises
mit unbeschrinktem Fan-In. Daher gilt

NC* C ACE.

Sei nun ein AC*-Schaltkreis C gegeben. Dann kann der Fan-In eines Gatters von C hchstens
polynomiell grof} sein. Das bedeutet, dal wir die Eingabe jedes Gatters durch einen bindren
Baum der Tiefe hochstens log(Size(C)) ersetzen. Dabei hat jeder Knoten des bindren Baums
Fan-In 2. Durch diese Konstruktion erhalten wir einen neuen Schaltkreis C’ mit beschrianktem
Fan-In, fiir den folgendes gilt:

Size(C') < Size(C)?,

Depth(C’) < Depth(C) - log(Size(C))

und damit

Depth(C’) < Depth(C) - O(log n),

da Size(C) polynomiell in n ist. ]

Als letztes sei der folgende Satz gegeben.

Satz 1.5.3 Es gilt die folgende Kette von Inklusionen.

NC* C EREW-PRAM* C CREW-PRAM”* C CRCW-PRAM* = AC* C NC*+1,

BEwEIs:  Die erste Ungleichung basiert auf der Arbeit [HKP 84], d.h. wir kénnen den Schalt-
kreis mit unbeschranktem Fan-Out durch einen Schaltkreis mit beschrinktem Fan-Out erset-
zen, dessen Grofie und Tiefe nur um einen konstanten Faktor anwichst. Somit brauchen wir
nur einen Schaltkreis mit beschrinktem Fan-In und beschrinktem Fan-Out auf der EREW -
PRAM zu simulieren. Dies kann leicht geschehen, indem jedes Gatter durch einen Prozessor
simuliert wird.

Die iibrigen Ungleichungen sind bereits in den S&tzen 1.3.11 und 1.5.2 bewiesen worden.

Die Gleichheit CRCW-PRAM* = AC* beruht auf Resultaten von Stockmeyer und Vishkin.
N&heres steht in [KR 89] und [SV 84]. 0

1.5.2 Satze von Borodin

In diesem Kapitel beweisen wir zwei sehr wichtige Sitze, die Relationen zwischen den parallelen
UC-Sprachklassen und den sequentiellen Sprachklassen aufzeigen. Sie stammen aus [Bo 77].

Definition 1.5.4  Die Klasse NSPACE(S(n)) bezeichne die Klasse von Sprachen A, fiir
die es eine nichtdeterministische Turing Maschine M mit L(M) = A gibt, die héchstens S(n)
Speicher bendtigt.

Satz 1.5.5 1.Satz von Borodin
Sei S(n) > logn und sei A € NSPACE (S(n)). Dann gibt es eine S(n)-space uniforme Familie
von Schaltkreisen {C,} der Tiefe Depth (C,) = O(S(n)?), die A berechnet. Insbesondere gilt

NSPACE(log n) € U-DEPTH(log? n).



28 KAPITEL 1. MASCHINENMODELLE UND GRUNDLEGENDE ALGORITHMEN

T11..- 1K e TKK

Transitive Hiille Schaltkreis

Abbildung 1.4: Simulationsschaltkreis

BeEwegis:  Um diese Beziehung zwischen den Sprachklassen zu zeigen, miissen wir eine nicht-
deterministische TM M auf einer Eingabe w durch einen entsprechenden uniformen Schaltkreis
C simulieren. Die Idee ist die folgende:

Wir konstruieren einen Graphen, der die Zustandsiiberfiihrung der TM M simuliert. Jede Kon-
figuration von M kann dann durch einen Knoten in diesem Graphen G reprisentiert werden.
Eine mogliche Konfigurationsinderung von M entspricht einer (gerichteten) Kante in G zwi-
schen den entsprechenden Knoten. Nun wird die transitive Hiille dieses Graphen berechnet.
Falls der Knoten der Anfangskonfiguration in der transitiven Hiille mit einem Knoten ver-
bunden ist, der einer akzeptierenden Konfiguration entspricht, so akzeptiert der Schaltkreis,
andernfalls akzeptiert der Schaltkreis nicht. Der so konstruierte Schaltkreis ist in Abbildung 1.4
dargestellt.

Es muf} also im wesentlichen ein uniformer Schaltkreis konstruiert werden, der die transitive
Hiille eines Graphen berechnet. Es sei also eine nichtdeterministische TM M gegeben.

Zunichst wollen wir die Anzahl mdglicher Konfigurationen abschitzen. Die endliche Kontrolle
habe ¢ Zustdnde, die Linge |w| der Eingabe sei n. Die Kardinalitit des Bandalphabets sei
s und S(n) eine obere Schranke fiir den Platzverbrauch. Damit gibt es s3(*) verschiedene
Konfigurationen des Arbeitsbandes. Somit gilt fiir die Anzahl aller méglichen Konfigurationen:

K<n-q-s°M™.5(n).

Als nichstes konstruieren wir die Adjazenzmatrix des Graphen G. In G sind zwei Knoten vy
und vy genau dann durch eine gerichtete Kante miteinander verbunden, wenn die entspre-
chende Konfiguration Ky eine Nachfolgekonfiguration von Ky ist. Dazu konstruieren wir die
Adjazenzmatrix X = (z;;) von G. Diese wird mit Hilfe der Eingabe wy,...,w, und der Zu-
standsiiberfithrungsfunktion von M wie folgt aufgebaut:

Sei ¢ die Nummer einer Konfiguration, in der der Lesekopf iiber dem k-ten Zeichen des Einga-
bebandes steht. Dann gilt:
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e z;; erhélt den Wert von wy, falls j nur dann eine Nachfolgekonfiguration von 4 ist, wenn
wy, = 1 ist.

e z;; erhélt den negierten Wert von wy, falls j nur dann eine Nachfolgekonfiguration von i
ist, wenn wy = 0 ist.

o 1;; erhilt den Wert 1, falls j in jedem Fall (unabhingig von wy) eine Nachfolgekonfigu-
ration von 7 ist.

o z;; erhidlt den Wert 0, falls j in keinem Fall (unabhéngig von wy) eine Nachfolgekonfigu-
ration von 7 ist.

Diese Verdrahtungen werden fiir jede Konfiguration ¢ (und damit festgelegtem k) mit Hilfe der
Zustandsiiberfithrungstabelle durchgefiihrt.

Das nachstehende Lemma 1.5.6 sichert uns zu, dafi die Berechnung der transitiven Hiille einer
K x K Matrix in Tiefe log* K méglich ist.

Nun muf festgestellt werden, ob die Anfangskonfiguration mit einer akzeptierenden Konfigura-
tion verbunden ist. Dazu werden die Knoten, die akzeptierenden Konfigurationen entsprechen,
durch ein grofies V zur Ausgabe geleitet. Dieses V hat — aufgebaut durch einen bindren Baum
— eine Tiefe von [logr] < [log K], da die Anzahl der akzeptierenden Konfigurationen < K
ist. Die Ausgabe des Schaltkreises ist genau dann 1, wenn wenigstens eine mégliche Berechnung
der TM M in einer akzeptierenden Konfiguration endet. Damit sichert die obige Konstruktion,
daf} die simulierte TM und die Schaltkreisfamilie die gleiche Sprache erkennen.

Die Tiefe des benstigten Schaltkreises ist somit O(log? K). Da die Dimension der Adjazenzma-
trix K < qns®(") S(n) ist, gilt log K < ¢S(n) und somit ist die Tiefe des Schaltkreises O(S?(n)).
a

Lemma 1.5.6  Die Berechnung der transitiven Hiille eines Graphen  liegt in NC?(n?).

BeEwels:  Sei X = (z;;) die Adjazenzmatrix fiir G und E,, die n X n Einheitsmatrix. Dann
gilt fiir die Adjazenzmatrix X* der transitiven Hiille des Graphen:

X* = Vip X!
=\/1_o X* da der lingste Weg < n ist
= (L, vV X)" leicht induktiv zu zeigen
= (B, v X)2""

Mit Hilfe dieser Darstellung kann X durch logn boolesche Matrixmultiplikationen berech-
net werden. Nach Satz 1.3.14 kann eine boolesche Matrixmultiplikation in NC(n?) realisiert
werden. Somit liegt die Berechnung von X* in NC?(n?). o

Nun beweisen wir eine Inklusion in die andere Richtung.

Satz 1.5.7 2.Satz von Borodin
Sei S(n) > logn und ¢ € IN. Dann gilt:

U-DEPTH(S(n)) N {{C,,} | Fan-In(C,,) < ¢} C DSPACE(S(n)).
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BeEwris:  Wir miissen einen gegebenen uniformen Schaltkreis mit einer gegebenen Fingabe
auswerten. Dieses Problem nennt man das Circuit Value Problem. Die zugehérige Sprache ist
wie folgt definiert:

CV i={ay...2,#C|C(xy,...,2,) = 1},
wobei C die Beschreibung des Schaltkreises C.

Es gilt folgendes

Lemma 1.5.8
C'V € DSPACE(Depth(C) - log(Size(C))).

Bewegrs:  Zur Losung dieses Problems wird ein Kellerspeicher benutzt. Bei der rekursiven
Auswertung des Schaltkreises wird der Kellerspeicher nur mit héchstens Depth(C) Werten
belegt. Jeder dieser Werte ist die Nummer eines Gatters und der bisher errechnete Wert fiir
dieses Gatter. Dieses Wertepaar bendtigt Speicher von der Gréfe O(log(Size(C))). Somit wird
insgesamt Speicher von der behaupteten Grofle verbraucht. a

Das Ergebnis dieses Lemmas befriedigt uns noch nicht, da die Gréfie eines Schaltkreises expo-
nentiell zur Tiefe stehen kann. Somit liefert Lemma 1.5.8 nur:

U-DEPTH(S(n)) € DSPACE(S(n)?).

Wir miissen also bei der Auswertung des Schaltkreises geschickter vorgehen. Dies wird durch
die Uniformitit des Schaltkreises erméglicht, d.h. dadurch, dafi ¢ immer wieder in log-space
berechnet werden kann. Auflerdem verwenden wir bei der Auswertung des Schaltkreises einen
Trick, der nach Steve Cook benannt ist.

Bei der Auswertung des Schaltkreises gehen wir wieder rekursiv vor. Anstatt von jedem Knoten
auf dem gerade betrachteten Pfad die Adresse zu behalten, wird nur die Adresse des aktuellen
Knotens gespeichert. Da der Fan-In jedes Knoten in C beschriankt ist, kann ein Weg in C vom
Ausgabeknoten zu den Eingabeknoten dadurch gespeichert werden, dafl an jedem Knoten des
Weges nur die Richtung des Weges, die Art des Knotens und der bisher errechnete Wert ge-
speichert wird. Dies benétigt fiir jeden Knoten nur konstanten Speicheraufwand. Durch diesen
Trick ist eine Auswertung des Schaltkreises in O(Depth(C) 4 log(Size(C))) Speicher méglich.
Der aktuelle Knoten wird nun durch die Berechnung des ganzen Schaltkreises bestimmt. Diese
Berechnung kann jedoch aufgrund der Uniformitit in O(logn) Speicher geschehen. Insgesamt
gilt also fiir den benutzten Speicher:

O(Depth(C) + log(Size(C)) + log n) = O(Depth(C)),

da nach Voraussetzung Depth(C) = S(n) > logn gilt. Also kann der uniforme Schaltkreis in
S(n) Speicher simuliert werden. ]

1.6 Randomisierte Maschinenmodelle und Algorithmen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den Grundlagen fiir randomisierte Berechnungen.
Dabei héngt die Berechnung und damit unter Umstdnden auch das Ergebnis der Berechnung
von zufélligen Ereignissen ab. Solche Ereignisse werden durch Zufallszahlengeneratoren erzeugt.
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Definition 1.6.1 Idealer Miinzwurf

Unter einem idealen Miinzwurf verstehen wir eine gleichverteilte Zufallsgréfie X mit Wertebe-
reich {0, 1}. Die Werte einer Folge von Auswertungen der Zufallsgrofie X seien gleichverteilt
und voneinander unabhéngig.

Ein fiir uns gliltiger Zufallszahlengenerator erzeugt einen idealen Miinzwurf. Nun kénnen wir
unsere bisherigen Modelle geeignet modifizieren, indem wir die Verwendung von Zufallsinfor-
mation erlauben, die durch einen giiltigen Zufallsgenerator erzeugt wird.

Im folgenden werden die elementaren Definitionen und Rechenregeln mit Zufallsgréfien vor-
ausgesetzt.

1.6.1 Probabilistische Turing Maschinen

Definition 1.6.2  Probabilistische Turing Maschine (PTM)
Eine probabilistische TM ist eine Offline TM im bisherigen Sinne mit den folgenden Modifika-
tionen:

e Es gibt ein zusitzliches Band, welches eine Folge von Zufallsbits € {0, 1}* enthilt, die
von einem giiltigen Zufallszahlengenerator erzeugt worden sind. Der Kopf des Zufalls-
bandes darf nur in eine Richtung bewegt werden. Somit kann eine Zufallsinformation
nur einmal verwendet werden.

e Die Zustandsiiberfiihrungsfunktion hingt auch von dem Inhalt der Zelle unter dem Le-
sekopf des Zufallsbandes ab. Sie bleibt aber deterministisch.

e Eine Berechnung ist nur giiltig, falls die Linge der Zufallsfolge mindestens so grof ist
wie die Linge der Berechnung.

Abbildung 1.5 zeigt eine probabilistische Turing Maschine.

Bemerkung 1.6.3 Man kann eine probabilistische TM als eine deterministische TM an-
sehen, falls man das Zufallsband als ein zusitzliches Eingabeband interpretiert.

Definition 1.6.4 Sei M eine PTM {iber dem Alphabet 3. Dann induziert M eine partielle
Funktion
Gy x {01} — X%
N—_—’
Zufallsbits
Diese Funktion ist nicht total, da die Maschine nicht bei jeder Eingabe anhalten mufl. So ist
® (2, p) undefiniert, falls die Berechnung ldnger ist als |p|.

Wir betrachten eine PTM nicht als deterministische TM, sondern gehen davon aus, daf der
Inhalt des Zufallsbandes nicht bekannt ist. Durch die Hinzunahme einer weiteren Resource
— dem Zufall — ergibt sich die Notwendigkeit den Berechenbarkeitsbegriff fiir dieses neue
Modell zu definieren.
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Abbildung 1.5: Probabilistische Turing Maschine

Definition 1.6.5 Berechenbarkeitsbegriff fiir PTM
Sei M eine PTM. M berechnet eine partielle Funktion

(bM DV Ve
mit
() = y wenn Pr{M(z) =y} > 1/2
MAT) =Y undefiniert  wenn es kein solches y gibt.
Dabei ist

117 |® =
PriM(z) =y} = lim [{p € 10, 13"[®um (2, p) = ¥}
n—0oo 27’L
Der Definitionsbereich von M sei mit D(¢ar) bezeichnet.

Definition 1.6.6 probabilistisch berechenbar
Eine Funktion
[ =X

ist probabilistisch berechenbar (f € PBF), wenn es eine PTM M mit f = ¢ gibt.

Lemma 1.6.7 Jede probabilistisch berechenbare Funktion f ist berechenbar, d.h. f ist
auch mit einer deterministischen Turing Maschine berechenbar. Anders ausgedriickt: Die pro-
babilistisch berechenbaren Funktionen sind genau die partiell rekursiven Funktionen.

BEwEIs:  Sei M eine PTM. Fiir jedes n und y kénnen mit einer deterministischen TM M’
die Werte
Oy = Pr{M/(z) hilt in n Schritten mit Ausgabe y},
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berechnet werden. Dies geschieht dadurch, daf fiir jede mégliche Zufallsfolge, die bei der pro-
babilistischen Berechnung von M auftreten kann, die zugehtrige deterministische Berechnung
durchgefiihrt wird. Nach n Schritten dieser Simulation wird {iberpriift, ob und mit welchem
Ergebnis die Maschine ihre Berechnung beendet hat. Somit berechnet die TM M’ einen Baum
mit 2" Bldttern. Falls m dieser Berechnungen zum Ergebnis y fiihren, so gilt

Qpy=m-27".

Pr{M(z) =y} = ZPr{M(x) =y in genau ¢ Schritten} > 1/2
=0
gilt, gibt es ein NV, so daB fiir alle n > N

ZPr{M(x) =y in genau ¢ Schritten} = Pr{M (z) =y in Zeit <n} > 1/2
=0

gilt, falls ein solches y mit Pr{M (z) = y} > 1/2 existiert. Somit ist auch
Qpy > 1/2 fiiralle n > N

und die Simulation der PTM terminiert in diesem Fall. O

Bemerkung 1.6.8  Wie man sieht ist die Simulation einer PTM durch eine deterministische
TM nicht effizient, da der Zeitaufwand exponentiell steigt. Dies gibt uns Hoffnung durch die
Benutzung von Randomisierung schnellere Algorithmen zu bekommen.

Definition 1.6.9  Fehlerwahrscheinlichkeit
Sei M eine PTM. Die Fehlerwahrscheinlichkeit (engl. error probability) von M ist eine
Funktion

enr(z) = { Pr{M(z) # ¢m(x)} wenn ¢pr(x) definiert

undefiniert sonst.

M berechnet ¢pr mit beschriankter Fehlerwahrscheinlichkeit (engl. bounded error probability),
wenn es ein € > 0 gibt, so daf§

Vo € D(par) : em(z) <

1
— — €.
2

Definition 1.6.10 Monte-Carlo PTM
Eine PTM M, die ¢p; mit beschrankter Fehlerwahrscheinlichkeit berechnet, nennt man ran-
domisierte Turing Maschine (RTM) oder Monte-Carlo TM.

Lemma 1.6.11 Zu jeder Sprache A, die von einer RTM M erkannt werden kann, gibt es
fiir jedes 6 > 0 eine RTM Mjs, die A mit Fehlerwahrscheinlichkeit eps; < ¢ erkennt. Dabei
erhoht sich die Anzahl der Schritte nur um einen Faktor, der allein von ¢ abhéngt.

Bewris:  Die RTM M;s wiederholt den Lauf der RTM M mehrmals. Dabei gibt sie das
Ergebnis aus, das am h&ufigsten erzielt wurde. Wir wollen nun die Fehlerwahrscheinlichkeit
hierfiir abschdtzen. Nach der Tschebyscheffschen Ungleichung zweiter Art gilt allgemein

Pr{|X — E(X)| > t} < Var(X)/t*



34 KAPITEL 1. MASCHINENMODELLE UND GRUNDLEGENDE ALGORITHMEN

Wir miissen also den Erwartungswert und die Varianz fiir unsere Zufallsvariable M’ = Y% | M;
berechnen, wobei M; die Zufallsvariable fiir den i-ten Lauf ist. Da die Ereignisse der verschie-
denen L&ufe voneinander unabhéngig sind, gilt die Additivitdt der Varianz und die Additivitit
des Erwartungswertes. Wir miissen also nur den Erwartungswert fiir einen Lauf ¢ berechnen.
Sei nun z € L(M) (fiir z ¢ L(M) analog).

EM(z))=1-(1/24€¢)+0-(1/2—¢)=1/24¢
Var(Mi(z)) = (1= (1/24€))* - (1/2+ 9 + (0= (1/2+ ))* - (1/2— ¢) = (1/4 = %)
Damit ergibt sich fiir die Varianz bzw. den Erwartungswert von M’
E(M'(z)) = k(1/2+¢) und Var(M'(z)) = k(1/4 — ).

Nach der Tschebyscheffschen Ungleichung folgt nun

k(1/4 — €2
P () < h/2) < PHIM (@) Q@) > ke < “UEZ )~ o),
Daher kann die Wahrscheinlichkeit durch Iterieren beliebig verbessert werden. a
Bemerkung 1.6.12 Unter Verwendung von schirferen Ungleichungen kann man sogar

zeigen, dafl die Fehlerwahrscheinlichkeit exponentiell (in k) klein ist.

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir die Monte-Carlo TM auch dadurch charakterisieren,
daf} sie eine Fehlerwahrscheinlichkeit eps(2) < 1/4 besitzen.

Auf der anderen Seite reicht es auch aus, fehlerbeschrénkte Turing-Maschinen dadurch zu kenn-
zeichnen, dafl die Fehlerwahrscheinlichkeit kleiner ist als 1/2 — 1/p(n) fiir ein festes Polynom
p(n). Durch eine polynomielle Anzahl von Iterationen kann auch hier die Fehlerwahrschein-
lichkeit beliebig klein gehalten werden.

Definition 1.6.13 Eine Monte-Carlo PTM M heifit starke (strenge) Monte-Carlo PTM
(RsTM), wenn folgendes gilt:

1. ep(z) =0 fiir 2 ¢ L(M),
2. ep(z) < 1/4 fiir 2 € L(M).

Bemerkung 1.6.14 Fiir starke Monte-Carlo PTM’s reicht es aus, die Fehlerwahrschein-
lichkeit fiir € L(M) durch ein beliebiges € < 1 zu beschrédnken. Durch mehrfache Iteration
wird dann eine beliebig geringe Fehlerwahrscheinlichkeit erzielt.

Damit haben wir gekldrt, was eine Berechnung einer probabilistischen Turing Maschine ist.
Nun wollen wir wieder Komplexitidtsklassen einfithren. Hierzu muf jedoch erst die Laufzeit
und der Speicherverbrauch einer probabilistischen Turing Maschine definiert werden. Fiir die
Laufzeitdefinition haben wir zwei Moglichkeiten.

Definition 1.6.15  Laufzeit einer PTM (nach [Bl 67])
Die probabilistische Laufzeit T3; einer PTM M ist definiert durch:

Ty(z) = {

min{n | Pr{M(z) = ¢pr(2) in n Schritten} > 1/2} falls ¢pr(2) definiert
00 falls ¢ar(x) undefiniert.



1.6. RANDOMISIERTE MASCHINENMODELLE UND ALGORITHMEN 35

Definition 1.6.16  Mittellaufzeit einer PTM
Die probabilistische Mittellaufzeit (engl. average run time) Th; einer PTM M ist der
Erwartungswert der Schrittanzahl:

Ty(z) = Z n - Pr{Berechnung iiber x benétigt genau n Schritte}.

n=1

Die Mittellaufzeit ist eine ungeeignete Definition, wenn wir die Klasse der PTM’s betrachten.
Das anormale Verhalten wird im folgenden Lemma sichtbar.

Lemma 1.6.17 Jede Turing berechenbare Funktion ist probabilistisch in endlicher Mittel-
laufzeit berechenbar.

Beweis:  Sei M eine TM und A = L(M). Die Simulation durch die PTM M’ sieht folgen-
dermaflen aus.

Repeat
Simuliere einen Schritt von M
Falls M akzeptiert, so akzeptiere
Until CoinToss = Heads
Falls CoinToss = Heads
so akzeptiere
sonst verwerfe

Es sei dabei CoinToss eine Zufallsvariable mit Werten in { Heads, Number }.

Wir miissen zeigen, dafi diese Simulation korrekt ist. Dazu betrachten wir zwei Fille.

r ¢ A Falls 2 ¢ A, so kann 2 nicht in der Schleife akzeptiert werden. Daher ist die Wahr-
scheinlichkeit, dafl @ von M’ akzeptiert wird genau gleich 1/2. Damit ist « ¢ L(M’).

x €A Falls x € A, so kann & auch in der Schleife akzeptiert werden. Die Wahrscheinlichkeit
hierfiir ist 2=7%(*) > 0. Da 2 auch auBerhalb der Schleife mit Wahrscheinlichkeit
1/2- (1 = 27Tu(®)y erkannt wird, ergibt sich eine Gesamtwahrscheinlichkeit von

1/2 — 27 Tu(@) =1 4 9=Tu(®) — 1 /9 4 9= Tm(=)=1 5 /9,
Daher gilt 2 € L(M').

Mit Hilfe des Berechnungsbaum in Abbildung 1.6 kann die probabilistische Mittellaufzeit von
M’ folgendermaBlen abgeschiitzt werden. Fiir 2 ¢ A gilt

o0

Tar(z) =) (n+1)/2" + 1,

n=2

fiir # € A ist dies eine obere Schranke. Es 148t sich leicht zeigen, dafl Thys < c fiir eine Konstante
¢ ist. Daher gilt die Behauptung. a

Definition 1.6.18  Blum’sches Komplexitdtsmaf ([Bl 67])
Eine Funktion Ty ist ein Komplexitdtsmal, falls Th; die folgenden beiden Axiome erfiillt sind.



36 KAPITEL 1. MASCHINENMODELLE UND GRUNDLEGENDE ALGORITHMEN
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Abbildung 1.6: Berechnungsbaum

e Ty(z) ist genau dann definiert, wenn M () definiert ist,

e Das Pridikat Ths(x) = n ist entscheidbar.

Die probabilistische Laufzeit Ths ist ein Komplexitdtsmaf fiir die ganze Klasse der PTM’s. Die
Mittellaufzeit ist jedoch kein KomplexitdtsmaB fiir diese Klasse wie der folgende Satz beweist.

Satz 1.6.19 Ty ist kein KomplexititsmaB fiir die Klasse der probabilistischen Turing
Maschinen.

BewErs:  Wir zeigen, daf Ty das zweite Axiom nicht erfiillt. Dazu sei M; eine (determi-
nistische) Turing Maschine, die eine nicht entscheidbare Menge erkennt. Wir simulieren M;

durch M auf die folgende Weise:

Repeat

Simuliere einen Schritt von M,

Falls M, akzeptiert, so gehe in eine Endlosschleife
Until CoinToss = Heads
Falls CoinToss = Heads

so akzeptiere

sonst verwerfe

M hat jetzt die Eigenschaft, daB Tas(z) = oo fiir # € L(M;) und Tar(x) < e fiiv @ & L(My).
Wiire Thy ein Komplexitéitsmaf, so wire L(M;) entscheidbar im Gegensatz zur Annahme. O

Der nachfolgende Satz zeigt, dafl fiir die Klasse der randomisierten Turing Maschinen, d.h.
derjenigen probabilistischen Turing Maschinen, die eine beschrinkte Fehlerwahrscheinlichkeit
besitzen, die beiden Laufzeitdefinitionen jedoch dquivalent sind. Daher ist die Mittellaufzeit in
diesem Fall auch ein Komplexitdtsmaf.

Satz 1.6.20  Sei M eine Monte-Carlo TM (RTM). Dann gibt es ein ¢, so daf

Ta(z) < e-Ty(x) falls ¢pr definiert ist.

BewEis:  Da M eine Monte-Carlo TM ist, hat M eine mit e < 1/2 beschréinkte Fehlerwahr-
scheinlichkeit. Sei ¢ = 1/(1/2 — ¢). Wenn Th(z) = oo ist, gibt es nichts zu beweisen. Sei also
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Ta(z) < oo. Dann gilt nach der Tschebyscheff’schen Ungleichung 1.Art
Pr{Zeit von M(z) > cTy(z)} < Tm(z)/cTu(z) =1/c=1/2 -«
Diese Gleichung ist dquivalent zu
Pr{Zeit von M(x) < cTp(2)} > 1/2+e.
Da die Fehlerwahrscheinlichkeit von M beschrinkt ist, gilt
Pr{M (z) # ¢pr(x) in Zeit cTyp(x)} < Pr{M(z) # on(2)} < €.

Somit folgt
Pr{M (x) = ¢pr(x) in Zeit cThr(x)} > 1/2.

Also ist
Ty(z) < cTa(z).

a

Nun wollen wir mit Hilfe der neuen Maschinenmodelle auch neue Komplexitidtsklassen
einfiihren.

Definition 1.6.21 Probabilistische Komplexititsklassen
PrTIME(T (n)) := {A|3PTM M mit L(M) = A und Ty (n) = O(T'(n))}
RTIME(T (n)) := {A|3RTM M mit L(M) = A und Ty(n) = O(T(n))}
RsTIME(T(n)) := {A|3RsTM M mit L(M) = A und Tys(n) = O(T(n))}
PP = {A|FPTM M mit L(M) = A und Ty (n) = n°1)}
BPP := {A|FRTM M mit L(M) = A und Tys(n) = n°M))}

Eine weitere Klasse ist A”. Man nennt sie Las-Vegas Klasse. Eine PTM, die einen Las-Vegas
Algorithmus darstellt, hat als Ausgabe 0, 1 und 7. Das Fragezeichen bedeutet, daff die PTM
zu keinem korrekten Ergebnis gekommen ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir 7 ist beschridnkt.

Fiir diese Komplexitidtsklassen gelten nun die folgenden Inklusionen

Satz 1.6.22 Es gilt
p CBPPC

PCA CANPC

PP.

BEwEis:  Die obere Inklusionskette ist klar, da die Modelle, mit Hilfe derer die Klassen
definiert sind, Spezialfille bzw. Verallgemeinerungen sind. s miissen also noch die Inklusionen

AP CcNPCPP
gezeigt werden.

Dazu sei M eine AP TM. Falls + € L(M) ist, so endet jede Berechnung mit der Ausgabe
1 oder 7, falls « ¢ L(M) ist, so erfolgt die Ausgabe 0 oder ?. Dabei endet wenigstens ein
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Berechnungszweig mit einer Ausgabe ungleich ?. M wird jetzt durch die NTM M’ simuliert,
indem die Aktionen, die von dem Zufallsband abhdngen, nichtdeterministisch gemacht werden
und die Ausgabe 7 durch die Ausgabe 0 ersetzt wird. Damit gilt: L(M) = L(M’).

Sei jetzt M eine nichtdeterministische TM. Wir simulieren diese mit Hilfe der PTM M’ analog
zum Beweis von Lemma 1.6.17, wobei auch die Auswahl der ndchsten Aktion von M proba-
bilistisch geschieht. Analog zum Beweis von Lemma 1.6.17 kann man auch hier zeigen, daf

L(M) = L(M') gilt. 0

Nachdem nun der Laufzeitbegriff fiir probabilistische Turing Maschinen geklirt ist, kommen
wir zum Speicherverbrauch einer probabilistischen Turing Maschine.

Definition 1.6.23 Speicherverbrauch
Sei M eine probabilistische Turing Maschine. Dann ist der Speicherverbrauch von M

min{n|Pr{M (z) = ¢p(z) in Speicher n } > 1/2} falls 2 € D(¢pn)
00 sonst.

Sp(z) = {

Nun koénnen analog zu Definition 1.6.21 auch Klassen mit Hilfe des Speicherverbrauches defi-
niert werden.

Definition 1.6.24 weitere Komplexititsklassen
PrSPACE(S(n)) := {A|FPTM M mit L(M) = A und Spr(n) = O(S(n))}

RSPACE(S(n)) := {A|3RTM M mit L(M) = A und Sy(n) = O(S(n))}
RsSPACE(S(n)) :== {A|FRs¢TM M mit L(M) = A und Sy(n) = O(S(n))}

Damit gilt der folgende

Satz 1.6.25  Sei S(n) > logn. Dann gilt

PrSPACE(S(n)) D NSPACE(S (n)).

BEwEIs:  siehe [Gi 77].

1.6.2 Randomisierte Schaltkreise

Nun betrachten wir randomisierte Schaltkreise. Diese Schaltkreise sind Schaltkreise mit den
weiteren folgenden Eigenschaften.

Definition 1.6.26 Probabilistische Schaltkreise
Ein probabilistischer Schaltkreis C ist die Realisierung einer booleschen Funktion

' B" x B = IB

fro@,p) = fl(w,p).
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Abbildung 1.7: Probabilistischer Schaltkreis

Diese Funktion induziert eine Funktion f: IB" — IB mit

1 Pri{f'(z,p) =1} >1/2
fle)=40 Prif'(z,p) =0} > 1/2

undefiniert sonst.

Ein solcher Schaltkreis ist in Abbildung 1.7 dargestellt.

Definition 1.6.27 Randomisierter Schaltkreis
Ein probabilistischer Schaltkreis C ist ein randomisierter Schaltkreis, falls eine Funktion ¢
existiert mit

Pr{f'(z,p) = g(x)} > 3/4.

Mit Hilfe von Lemma 1.6.11 reicht es auch aus

Pr{f'(z,p) =g(x)} > 1/2+1/p(n) ()

zu fordern. Ein Schaltkreis mit Fehlerwahrscheinlichkeit < 1/4 besteht dann aus einer polyno-
miellen Anzahl von Schaltkreisen, die (k) erfiillen und parallel arbeiten. Die Ausgabe ist dann
ein Mehrheitsentscheid wie nach Lemma 1.6.11.

Nun interessieren uns jedoch nur uniforme Schaltkreise, d.h. Schaltkreise, die log-space Turing
berechenbar sind. Dies definiert die RUC Schaltkreisfamilien.

Definition 1.6.28 Randomisierte uniforme Schaltkreise

Ein randomisierte Schaltkreisfamilie {C,,} ist uniform, falls die Compilerabbildung 1" — C,
log-space Turing berechenbar ist, wobei n die Anzahl der Einginge ohne die Eingidnge der
Zufallsbits ist. Eine solche Schaltkreisfamilie nennen wir dann RUC-Algorithmus.

Dadurch kénnen wir analog zu den NC-Klassen auch hier Komplexitdtsklassen einfiihren.
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Definition 1.6.29 Sei f:IN — IN. Damit sei

U-RDEPTH(f(n)) := {A|FRUC-Algorithmus{C,,} mit
L({C.}) = A und Depth(C,,) = O(f(n))}

U-RSIZE(f(n)) := {A|FRUC-Algorithmus{C, } mit
L({C,.}) = A und Size(C,,) = O(f(n))}

RNC* := {A|FRUC-Algorithmus{C,} mit L({C,}) = A
und Size(C,,) = n°M und Depth(C,) = O(log* n)}

RNC = |J RNC*.
keIN

Man beachte, dafi bei randomisierten Schaltkreisen die Zufallsbits wihrend der Berechnung
ofters benutzt werden kénnen. Bei randomisierten Turing Maschinen ist dies nur méglich, falls
die benutzten Zufallbits auf dem Speicherband zwischengespeichert werden. Das Berechnungs-
modell der randomisierten Schaltkreise kann daher eher mit randomisierten Turing Maschinen
verglichen werden, die eine Kopfbewegung iiber das Randomband in beide Richtungen er-
lauben. Solche Maschinen nennt man Two-Way Random Tape Turing Maschinen. Fiir diese
Maschinen gilt der folgende interessante Satz.

Satz 1.6.30  ([KV 85])
Eine Two-Way Random Tape Turing Maschine sei mit R(2)TM bezeichnet. Damit gilt

R()SPACE(log n) = PSPACE.

1.6.3 Probabilistische Testalgorithmen

In diesem Kapitel werden wir einige Testalgorithmen vorstellen, mit deren Hilfe algebraische
Gleichheiten iiberpriift werden kénnen. Diese Algorithmen sind probabilistisch und haben den
gleichen einfachen Aufbau: Falls eine algebraische Gleichung nicht allgemeingiiltig erfiillt ist,
so gibt es nur relativ wenige Belegungen der Variablen, die diese Gleichung zuféllig erfiillen. Ist
diese algebraische Gleichung z.B. eine Polynomgleichung, so sind diese ungiinstigen Belegungen
der Variablen gerade die Nullstellen des Polynoms.

Unser erster Algorithmus testet, ob ein gegebenes multivariates Polynom identisch dem
Nullpolynom ist. Dabei ist das Polynom natiirlich nicht bekannt, sondern durch eine Black-
Box gegeben, d.h. es sind Auswertungen an beliebigen Stellen moglich.

Algorithmus 1.6.31 Nulltest fiir Polynome

Eingabe: Eine Black-Box fiir ein Polynom P(z1,...,z,) iiber ZZ und eine Schranke D fiir
den Grad des Polynoms.

Schritt 1: Konstruiere die Menge F = {1,2,...,4D}
Schritt 2:  Wihle zufilliges z = (21,...,2,) € E"

) P=0 falls P(z)=0
Ausgabe: { P£0 sonst



1.6. RANDOMISIERTE MASCHINENMODELLE UND ALGORITHMEN 41

Satz 1.6.32  (Schwartzes Lemma [Sc 80])
Sei P = P(xy1,...,2,) € Zz1,...,2,) und P # 0. Sei d; der Grad von 27 in P; und P, das
Koeffizientenpolynom von z{":

Pi(z1,...,2,) = xill cPa(zay . xn) (e, . 2).

Die P; und d; fiir « > 1 seien entsprechend induktiv definiert. Dann hat P h&chstens

dq d,,
11| 1]

Nullstellen in I; X -+ X I,,.

BEwEIls:  Wir fithren den Beweis iiber Induktion nach der Anzahl der Variablen.

e Fiir den Fall eines univariaten Polynoms P gilt, dafl die Anzahl der Nullstellen beschrinkt

ist durch
dy

deg(P) = dy = [Iy m

o Induktionsschritt:
P, hat die Darstellung

Pi(z1,...,2,) = xill cPa(xay . xn) @z, ).
Nun gibt es zwei Mdoglichkeiten:

1. (z2,...,2,) ist Nullstelle von P;. Dann kann eventuell P(zy, 22, ..., 2,) = 0 fiir alle
x1 € I gelten. Da die Anzahl der Nullstellen von % nach Induktionsannahme durch

d2 dn
[Io X -+« x 1] <—+...+—)
| 5] 1]

beschrankt ist, kann die Anzahl der Nullstellen von P fiir diesen Fall durch

d d,
L] - |y % - x I, <—+...+—)
| 5] 1]

abgeschitzt werden.

2. (#3,...,2,) ist keine Nullstelle von P5. Dann ist P(z1, 3, . .., 2,) ein nicht verschwin-
dendes Polynom in x; vom Grade dy. Damit ist eine Schranke fiir die Anzahl der
Nullstellen von P in diesem Fall

dy - |Ig X -+ x 1)
Damit kann die Gesamtanzahl von Nullstellen von P durch

d d,
—2+...+—)+d1|12><---><1n|

|Il|-|12><---><ln|<
| 12| [1x]

dq d,,
=l X - x 1] <—+...+—)
A 1]

beschrankt werden. O
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Korollar 1.6.33 Sei P=P(ay,...,x,) € Zlz1,...,2,), P£ZOund I =1, =---= [, mit
|I| > c¢-deg(P). Dann ist die Anzahl der Nullstellen in I™ durch |I|"/c¢ beschriankt.

BeEwris:  Wir wenden den Satz 1.6.32 an. In diesem Fall gilt

11"y d/ U] = "1 (e dy)

= |
< [Pt - deg(P) < [1]7/c

und somit ist die Anzahl der Nullstellen durch |7|™/¢ beschrinkt. O

Satz 1.6.34 Korrektheit von Algorithmus 1.6.31
Der Algorithmus 1.6.31 ist ein korrekter starker Monte-Carlo Algorithmus.

Bewegrs:  Mit Hilfe von Lemma 1.6.33 gilt, dafl die Anzahl der Nullstellen des Polynoms P
durch |E|"/4 beschriankt ist. Fiir einen zufillig gewdhlten Vektor  aus £ und P # 0 gilt
damit

| E]"/4
|7

Pr{P(z) =0} < =1/4.
Damit ist die Ausgabe P = 0 mit Wahrscheinlichkeit > 3/4 korrekt. Die Ausgabe P £ 0 ist
immer korrekt, da fiir P = 0 kein  mit P(Z) # 0 existiert. o

Als nidchstes wenden wir uns dem Problem der Matrizenmultiplikation zu. Dabei ist zu
entscheiden, ob das Produkt zweier Matrizen eine dritte gegebene Matrix ergibt. Ein mogli-
cher deterministischer Algorithmus zur Lésung dieses Problems besteht darin, die Matrizen A
und B miteinander zu multiplizieren und das Ergebnis mit C' zu vergleichen. Dies liefert auf
naive Weise einen Algorithmus, der in TIME(n?) und in NC'(n?) liegt. Mit Hilfe der neuesten
Algorithmen im Bereich der Matrizenmultiplikation — aufbauend auf den Ideen von Strassen
— ist dies sogar in TIME(n?37) und NC1(n%37¢) méglich. Eine untere Schranken fiir einen
solchen Algorithmus wire in jedem Fall Q(n?).

Der nachfolgende Algorithmus ist ein optimaler RgTM Algorithmus zur Lésung dieses Pro-
blems. Er liegt in RgTIME(n?) bzw. in RNC(n?).

Algorithmus 1.6.35 Test fiir Matrizenmultiplikation
Eingabe: Reellwertige n x n Matrizen A,B und C.
Schritt 1:  Erzeuge zufillig 2 Vektoren Xy, Xy € {—1,1}™

X = (96117 .. '7$1n)7 Xo = (96217 .. -790271)-

Schritt 2:  Berechne: A(BX1), A(BX3),CX; und C'Xs.

{ 1 falls ABX; = CX; und ABX; = CX,
Ausgabe:
0 sonst

Satz 1.6.36  Der Algorithmus 1.6.35 arbeitet korrekt und liegt in RsTIME(n?) bzw. in
RNC(n?).
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BeEweis:  Sei D = (d;;) = A- B und C' = (¢;;). Sei nun 2 = (2q,...,2,) mit z; € {—1,1}.
Falls nun fiir &

(A-B-C)-z2=0
gilt, ist dies dquivalent zu

Vi (din— ¢ty din — i) L(x1,. .0 20). (1.1)

Falls A-B # (', konnten wir bei unserer zufélligen Wahl der Vektoren X7 und X schlechte Vek-
toren bekommen haben, fiir die trotzdem die Orthogonalitdtsbeziehung (1.1) gilt. Es kdnnen
nach Lemma 1.6.37 jedoch héchstens 27~ der 27 vielen {—1,1} Vektoren orthogonal zu den
n Vektoren (dij; — ¢;1,...,din — ¢,) sein, da wenigstens einer dieser Vektoren ungleich dem
Nullvektor ist. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, zweimal einen schlechten Vektor zu wéhlen,
kleiner als 1/4.

Der Algorithmus ist ein starker Monte-Carlo Algorithmus, da die Ausgabe # mit Fehlerwahr-
scheinlichkeit 0 erfolgt. Der Algorithmus arbeitet auch innerhalb der geforderten Zeit- und
Prozessorschranken, da nur Produkte zwischen Matrizen und Vektoren berechnet werden. O

Lemma 1.6.37  Sei v # (0,...0). Dann sind héchstens 2771 viele {—1,1} Vektoren ortho-
gonal zu v.

BEwEgls:  Da v = (v1,...,v,) ungleich dem Nullvektor ist, ist wenigstens ein v;, # 0. Sei g
0.B.d.A gleich n, und seien z = (21,...,2,-1,—1) und y = (21,...,2,-1,1). Somit gilt

n—1
<x,v>:in-vi—vn7ﬁ< z, 0> 20, =< Y, v > .
=1

Daher kénnen nicht sowohl < z,v > als auch < y,v > gleich 0 sein. Die Zuordnung z — y
ordnet also einem zu v orthogonalen Vektor eineindeutig einen nicht orthogonalen Vektor zu.
Somit kénnen héchstens die Hilfte der 2" Vektoren orthogonal zu v sein. a

Nun kommen wir zu dem Problem, zu testen, ob das Produkt zweier Polynome einem dritten
Polynom entspricht.

Algorithmus 1.6.38 Test fiir Polynommultiplikation
Eingabe: Pp, P» und P5 € Z[z] mit deg (P;) < n.
Schritt 1:  Wihle zufillig z € {—4n+4+1,...,0,1,...,4n}.

Ausgabe: { L Pi(z) - Py(2) = P3(2)
0 sonst.

Satz 1.6.39 Der Algorithmus 1.6.38 ist ein korrekter starker Monte-Carlo Algorithmus.

BEweEkis:  Das Polynom P; - P, — P53 hat hochstens den Grad 2n. Damit hat dieses Polynom
héchstens 2n Nullstellen in ZZ und damit hochstens 2n Nullstellen in {—4n + 1,...,4n}, d.h.
nur 1/4 der moglichen Werte sind Nullstellen. Daher ist die Fehlerwahrscheinlichkeit < 1/4.
Der Algorithmus ist auch ein starker Monte-Carlo Algorithmus, da ein Polynom, das an einer
Stelle ungleich 0 ist, nicht identisch dem Nullpolynom sein kann. a
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1.6.4 Pseudo-Zufallszahlengeneratoren

Im den vorigen Abschnitten haben wir randomisierte Maschinenmodelle eingefiihrt und eini-
ge probabilistische Algorithmen kennengelernt. Dabei haben wir implizit vorausgesetzt, daf}
immer geniigend Zufallsinformation zur Verfiigung steht. s ist jedoch teuer, wenn nicht so-
gar unmoglich, echte Zufallsinformation in kurzer Zeit zu beschaffen. Daher werden wir jetzt
deterministische Zufallszahlengeneratoren betrachten, die wir im Zusammenhang mit starken
Monte-Carlo Algorithmen verwenden werden.

Definition 1.6.40 Expandierender Pseudo-Zufallszahlengenerator
Eine Funktion pg : {0,1}* — {0, 1}* ist ein E/(m)-expandierender PNG (Pseudorandom Num-
ber Generator) wenn

1. Fiir alle Eingabeldngen m ist pg eine Abbildung

2. Die Funktion pg ist fiir jedes m in Speicher m und in polynomieller Zeit berechenbar.

3. Wenn A in Zeit T'(n) auf einer RgTM M berechenbar ist, d.h. A = L(M) gilt, dann
muf fiir jedes € A mit |z| > np und fiir alle m mit E(m) > T'(|z|), ein Seed (Zeuge)
s € {0,1}™ mit
(e, pr(s)) =1

existieren, d.h. s ist ein Zeuge dafiir, dafl z in A ist.

Es ist nicht gekldrt, ob solche expandierenden Pseudo-Zufallsgeneratoren fiir jedes F(m) exi-
stieren.

Definition 1.6.41 PNG Hypothese
Die PNG Hypothese besagt, daf fiir jedes Polynom F(m) ein £(m) expandierender Pseudo-
Zufallsgenerator existiert.

Falls die PNG Hypothese gilt, so kénnen wir starke Monte-Carlo Algorithmen deterministisch
in subexponentieller Zeit simulieren.

Satz 1.6.42 Falls die PNG Hypothese gilt, so kann fiir jedes € > 0 jede R¢gTM M in der
Zeit O(270")%) durch eine deterministische TM simuliert werden.

BEWEIS:  Sei M eine RgTM mit A = L(M), die in Zeit T'(n) arbeitet. Wihle E(m) = m?
so, dafl der Grad d von I/(m) grofer als 1/¢ ist und m moglichst klein, so dal E(m) > T'(n)
gilt. Dann ist m = O(T'(n)®). Nun iiberpriife fiir alle s € {0,1}", ob ®p(z, pr(s)) = 1 ist und
akzeptiere, falls es ein solches s gibt. Diese Simulation ist in Zeit O(2™ - T'(n)) = O(27()°)
méglich. Falls T'(n) = n®M) ist, so ist die Simulation in O(2"°) méglich. o

Fiir den Speicherverbrauch gilt ein &hnlicher Satz.
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Satz 1.6.43 Sei M eine polynomiell Zeit beschrinkte RgTM mit A = L(M). Sei die
Funktion @5 : ¥* x {0,1}* — X* in (), DSPACE(n®) berechenbar. Dann folgt unter der
PNG Hypothese, daf§
A € (] DSPACE(n).
e>0

BewEis:  Sei A € RsTIME(n*). Fiir € > 0 definiere o > k/e und nehme n® expandierenden
PNG. Nun kénnen fiir jedes s € {0,1}"" sowohl p,a(s) und gleichzeitig auch ®pr(z, pua(s))
in DSPACE(n®) berechnet werden. Dabei wird die berechnete Zufallsfolge sofort fiir die Be-
rechnung von ®ps(z, pya(s)) verwendet. Da diese Konstruktion fiir jedes e giiltig ist, folgt die
Behauptung. a

1.7 Reduzierbarkeit und Hierarchie

Um Probleme miteinander vergleichen zu kdnnen, brauchen wir eine teilweise Ordnung auf
der Menge der Probleme. Eine solche teilweise Ordnung wird durch den Reduzierbarkeitsbe-
griff geliefert. Fiir unsere Problemklassen — schnelle parallele Algorithmen fiir Schaltkreise —
ben&tigen wir einen Reduzierbarkeitsbegriff, der sich an das Schaltkreismodell anlehnt.

Definition 1.7.1 Black-Box-Schaltkreis

Ein Black-Box-Schaltkreis ist ein uniformer Schaltkreis, der aufier den logischen Gattern noch
spezielle Orakelknoten enthalten darf. Fiir die Orakelknoten ist auch unbeschrinkter Fan-In
erlaubt, da das Orakel fiir jede beliebige Fingabegréfie befragt werden darf. Dabei wird die
Tiefe eines Orakelknotens (Black-Box) mit n Eingdngen und m Ausgingen mit log(n+m) und
die Grofle polynomiell in n 4+ m veranschlagt. Die Abbildung 1.8 zeigt ein Bild eines solchen
Schaltkreises mit Orakel S(z,y).

Definition 1.7.2  Eine Funktion f : IB* — IB* ist in NC* falls | f(z)| = |2|°(") ist und die
Sprache
Ay = {(z,17)] i-tes Bit von f(z) ist 1}

in NC* liegt.

Damit sind die Klassen Black-Box NC*, Black-Box NC, Black-Box RNC etc. analog zu den
entsprechenden Klassen definiert, nur dafl statt uniformer Schaltkreise uniforme Black-Box-
Schaltkreise verwendet werden.

Definition 1.7.3 NC! Reduzierbarkeit

X ist NC! reduzierbar auf Y (in Zeichen X <yc1 Y), genau dann wenn es eine Familie
uniformer Black-Box NC' Schaltkreise {C,} fiir X gibt, deren Orakelknoten S, das Problem
Y lésen. Die Tiefe der Orakelknoten n ist dabei log(n+m), wie in Definition 1.7.1 vorgegeben.

Nachdem wir den Reduzierbarkeitsbegrifl prizisiert haben, befassen wir uns nun mit dem

Begriff des
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Abbildung 1.8: Black-Box Schaltkreis

Definition 1.7.4 NC! AbschluB
Der NC! AbschluB eines Problems Y besteht aus allen Problemen X, die sich auf Y mittels
NC! Reduktionen zuriickfiihren lassen:

Definition 1.7.5 NC '-abgeschlossen
Sei ) eine Klasse von Problemen. Y ist NC '-abgeschlossen, genau dann wenn

Nun gilt das folgende wichtige
Lemma 1.7.6 Die Klassen NC* sind NC ' abgeschlossen fiir alle & > 1.

BeEwEIS: Sei X <ye1 Y und Y € NCF. Sei {C,} die Black-Box NC"' Schaltkreisfamilie,
die X auf Y reduziert und {D,} die NC* Schaltkreisfamilie fiir Y. Wir konstruieren nun eine
Klasse von uniformen NC* Schaltkreisen {R,}, die X lésen. Dazu betrachten wir den Black-
Box NC! Schaltkreis der Reduktion und ersetzen die Orakelknoten durch die NC ¥ Schaltkreise
fiir Y. Nun haben wir einen Schaltkreis fiir X gewonnen. Wir miissen nun noch zeigen, daf§ dies
ein NC* Schaltkreis ist. Es ist klar, daB der so gewonnene Schaltkreis uniform ist, da sowohl C,
als auch D,, uniform sind, und dafl die Gréfie polynomiell ist. Wir miissen daher nur die Tiefe
von {R,} abschdtzen. Dazu betrachten wir einen Weg in C,. Dieser Weg enthilt hdchstens
O(log n) Gatter und Orakelknoten, die durch die Schaltkreise D,,; ersetzt sind. Damit gilt

Depth(R,) =3 Depth(D,,,) + O(logn)
= O(Xlogh m;) + O(logn).

Da die Tiefe eines Orakelknoten mit [ Ein- und Ausgidngen in {C,} mit log! veranschlagt wird
und C,, Tiefe O(logn) hat, muf gelten:

logn

Z log m; = O(logn).
=1
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Da Y log" m; <log"™' n - Y log m; = O(log® n) gilt, folgt
Depth(R,) = O(logk n).

a

Mit Hilfe des Reduzierbarkeitsbegriffs ist auf der Menge der Probleme eine partielle Ordnung
definiert. Wir kénnen nun fragen, wie die gréfiten Elemente bzgl. dieser Ordnung aussehen.
Dagzu hilft die folgende

Definition 1.7.7 NC *-hart, NC -vollstindig
Ein Problem Y ist NC!-hart fiir eine Klasse C, wenn

vX el X <yaY.
Ein Problem Y ist NC '-vollstindig fiir eine Klasse C, wenn Y NC!-hart fiir C und Y € C ist.

Korollar 1.7.8 Sei C NC -abgeschlossen, C C D und Y NC !-vollstindig fiir D. Dann gilt
YelC < C=D.

Angewandt auf unsere Situation kénnen wir damit unseren ‘Parallelititentraum’ formulieren:
NC =7P.

Um diesen Traum zu beweisen, reicht es zu zeigen, da ein NC !-vollstindiges Problem Y fiir
P in NC liegt. Man nimmt jedoch allgemein an, dafl NC # P gilt.

Neben der NC!-Reduktion kénnen wir mit Hilfe der randomisierten Schaltkreise auch eine
RNC '-Reduktion definieren. Die Definitionen laufen analog zu den obigen Definitionen und
seien daher weggelassen. Wichtig fiir uns ist spiter der Abschluf bzgl. der RNC -Reduktion.

Definition 1.7.9 RNC! Abschluf
Der RNC! AbschluB eines Problems Y besteht aus allen Problemen X, die sich auf Y mittels
RNC ! Reduktionen zuriickfiihren lassen:

RY = {X|X SRNcl Y}

Wir werden insbesondere spiter die Klassen DET* und RDET betrachten.

Nun stellen wir einige Probleme aus P vor, die vollstindig fiir P bzgl. der NC -Reduktion sind.
Um Zweideutigkeiten aus dem Wege zu gehen, nennen wir diese Probleme nicht P-vollsténdig,
da dieser Begriff mit der logspace-Reduktion verbunden wird.

Dabei gehen wir folgendermaBen vor: Zuerst zeigen wir explizit, dal ein Problem C' NC!-
vollstandig ist. Um nun zu zeigen, daf ein weiteres Problem D auch NC !-vollstindig ist, brau-
chen wir dann nur noch ein schon bekanntes NC !-vollstindiges Problem auf D zu reduzieren,
da die NC! Reduktion transitiv ist:

[B SNcl C A C SNOI D] = B SNcl D

Unser erstes Problem ist das
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Abbildung 1.9: Simulation der Turing Maschine durch einen Schaltkreis

Definition 1.7.10  Circuit Value Problem (CVP)

Gegeben sei eine Beschreibung eines Schaltkreises C iiber der Basis B = {V, A, —}, der eine
boolesche Funktion f : IB" — IB realisiert, und die Werte fiir die Eingabevariablen z, ..., z,.
Das Problem ist es, den Schaltkreis auszuwerten. Die Eingabegrofie fiir dieses Problem ist die
Linge der Beschreibung des Schaltkreises. Diese ist polynomiell verkniipft mit der Grofie des
Schaltkreises.

Satz 1.7.11 Das Circuit Value Problem ist NC'-vollstindig fiir P.

BEWEIS:

e Das CVP ist in P enthalten. Vv

e Das CVP ist NC -hart fiir P.

Wir miissen eine Einband TM M, die ein Problem in P 16st, durch eine Schaltkreisfamilie
simulieren. Dazu sei w die Eingabe mit n = |w|. Dann betrigt die Laufzeit héchstens
p(n) fiir ein Polynom p und somit kann auch der Bandverbrauch durch p(n) abgeschétzt
werden. Wir konstruieren jetzt fiir dieses n einen Schaltkreis C,,, der die Turing Maschine
simuliert.

Die Bausteine dieses Schaltkreises sind Module M (7,t), in denen die endliche Kontrol-
le der TM verdrahtet ist. Der Schaltkreis C,, besteht aus einem p(n) X p(n) Quadrat
dieser Module. Er ist in Abbildung 1.9 dargestellt. Das Modul M (i,¢) ist genau dann
aktiv, wenn zur Zeit t die TM M den Kopf auf der Bandzelle ¢ stehen hat. Die Module
M(1,1),...M(p(n),1) enthalten die Anfangskonfiguration des Bandes; die aktuelle Kon-
figuration wird Schritt flir Schritt an die darunterliegenden Module weitergereicht. Ein
Schritt in der Berechnung der TM M wird jetzt wie folgt simuliert:

Das aktive Modul M (i,t) berechnet mit Hilfe der Information in der i-ten Bandzelle
die weiteren Konfigurationen: es gibt den eventuell gednderten Inhalt der i-ten Band-
zelle an das Modul M (i,t 4+ 1) weiter und aktiviert je nach Kopfbewegung das Modul
M@Gi—1,t+1), M(i,t+1) oder M(¢+1,t4 1). Die nicht aktiven Module M (k,t) reichen
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den Inhalt der Bandzelle k an ihren Nachfolger M (k,t + 1) weiter. Insgesamt mufl ein
Modul also nur lokal mit 4 Leitungen verdrahtet werden. Der gesamte Schaltkreis hat
eine GroBe s(C,) = ¢ - p(n)?, und somit ist eine Beschreibung dieses Schaltkreises in po-
lynomieller Lénge in n moglich. Die Konstruktion dieses Schaltkreises ist mit Hilfe der

Cook’schen Technik in Tiefe O(logn) moglich. Vv

a

Nun folgt eine Sammlung weiterer NC !-vollstéindiger Probleme. Das erste ist sehr eng verwandt
mit dem CVP, ndmlich das

Definition 1.7.12  Monotones Circuit Value Problem (MCVP)
Das MCVP ist das CVP mit der Einschrinkung, dafi der Schaltkreis D keine Negationen
enthalten darf, d.h. die Basis By = {V, A}.

Lemma 1.7.13 Das MCVP ist NC '-vollstindig fiir P.

BEwEIs:  Gegeben sei eine Beschreibung des Schaltkreises C und die Eingabe z =
(z1,...,2,) fir das CVP. Wir werden aus diesem Schaltkreis einen monotonen Schaltkreis
D und eine Eingabe y = (y1, ..., y2,) konstruieren, so daf

Vo C(x) = Dly(a)).

D wird so aus C konstruiert, dafl von jedem Gatter sowohl das Ergebnis als auch die Negation
dieses Ergebnisses geliefert wird. Ein — Gatter kann nun einfach durch Vertauschen dieser
beiden Werte realisiert werden. Induktiv wird D wie folgt konstruiert:

Die Eingabe y geht aus der Eingabe x wie folgt hervor

Y2i—1 = T; Y2 = &y

Ein A Gatter ¢ sei mit den Gattern hy; und hg verbunden. Jetzt mufl neben Ay A hy auch
=(h1 A hg) berechnet werden. Es gilt aber das Gesetz von de Morgan

_|(h1 A hg) = (_|h1 V _|h2).

Somit kann der negierte Wert ebenfalls berechnet werden, da auch —hy und =hy zur Verfiigung
stehen. Ein V Gatter wird entsprechend behandelt und ein — Gatter wird dadurch realisiert,
daf} die beiden Werte vertauscht werden, d.h. die Leitungen kreuzen sich.

Eine Beschreibung fiir D kann leicht in logarithmischer Tiefe aus der Beschreibung von C
berechnet werden. Damit ist MCVP NC *-hart und auch NC -vollsténdig fiir P. a

Fiir die weiteren NC '-vollstindigen Probleme benétigen wir zunéchst einige Definitionen.
Definition 1.7.14 Clique
Sei GG = (V, F) eine Graph. Eine Teilmenge C' C V' heifit Clique von G, falls

Vu,ve C:  (u,v) € E.

Eine Clique C heifit maximal, falls C' keine Teilmenge einer anderen Clique ist.
Eine Clique C heifit Maximum Clique, falls C' eine Clique maximaler Kardinalitit ist.
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Zu dem Begriff der Clique gibt es den analogen Begriff der

Definition 1.7.15  Unabhingige Menge (independent set)
Sei G = (V, F) ein Graph. Eine Menge M C V' heifit unabhéngige Menge, falls M im Komple-
mentdrgraphen GG = (V, E) eine Clique ist, bzw. Vu,v € M : (u,v) € E gilt.

Definition 1.7.16 Lexikographische Ordnung
Sei M eine geordnete Menge und s;,t; € M. Dann gilt

5152...5p j tltg...tq

genau dann, wenn
dj mit 5; < t; und s; =¢; fiir + < j oder

p<gunds; =t firl <i<p.

Definition 1.7.17 First Lexicographically Maximal Clique

Sei G = (V, F) ein Graph mit geordneter Knotenmenge V = (v; < ... < v,). Eine Clique
C = (viy,...,v;,) heift FLMC, wenn C' eine maximale Clique von G ist und fiir alle maximalen
Cliquen C" = (v';,,...,v";,) von GG

/

!
Uiy oo U, S0 U

gilt.

Definition 1.7.18 First Lexicographically Maximal Independet Set
Sei G = (V, F) ein Graph. Eine Menge M ist ein FLMIS, falls M im Komplementirgraphen
eine FLMC ist.

Lemma 1.7.19 FLMISP
Das Problem, eine FLMIS zu finden, ist NC! vollstindig fiir P.

BEWEIS:

o FLMISP ist in P enthalten. Vv

e FLMISP ist NC'-hart fiir P
Wir reduzieren das MCVP auf FLMISP. Sei also der Schaltkreis C mit k Gattern und die
Eingabe y gegeben. Die Gatter wy,...wy seien topologisch geordnet. Wir konstruieren
einen Graphen G = (V, F') mit 2k Knoten. Dabei werden jedem Gatter v die Knoten vy
und vy zugeordnet. vy soll im FLMIS liegen, falls das Gatter v den Wert 1 hat, sonst
soll v im FLMIS sein. Wir konstruieren den Graphen induktiv analog zum Beweis von
Lemma 1.7.13.
Zunéchst miissen wir auf der Knotenmenge von GG eine Ordnung definieren. Dazu benut-
zen wir die topologische Ordnung des Schaltkreises C'. Falls das Gatter v ein V Gatter
oder ein Eingabegatter mit Eingabewert 0 ist, so soll vy < vy gelten, andernfalls (v ist
ein A Gatter oder ein Eingabegatter mit Eingabewert 1) gilt v; < vp. Somit ist eine
eindeutige Ordnung auf V definiert.
Nun muf} noch die Kantenmenge induktiv bestimmt werden.
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— v ist ein Eingabeknoten mit Eingabewert 1:
vy wird mit keinem kleineren Knoten verbunden, aber vy mit jedem kleineren Kno-
ten. Damit gehdrt v; zum FLMIS, aber vy nicht, da er mit vy verbunden ist.

— v ist ein Eingabeknoten mit Eingabewert 0:
vy wird mit keinem kleineren Knoten verbunden, aber vy mit jedem kleineren Kno-
ten. Damit gehdrt vy zum FLMIS, aber vy nicht, da er mit vy verbunden ist (vy < vq).

— vist ein A Gatter: (v=uAy)
vy wird nur mit us und y9 verbunden, v nur mit vy. Falls uy oder yo im FLMIS
liegen, so liegt auch vy in der FLMIS. Das heifit v liegt nur im FLMIS, falls sowohl
uq als auch y; im FLMIS sind. Dies entspricht genau der Funktion des A Gatters.

— v ist ein V Gatter:
vg wird nur mit u; und y; verbunden, vy nur mit vy (vy < vy). Die Richtigkeit dieser
Konstruktion folgt mit den de Morgan’schen Gesetzen aus der Konstruktion fiir das

A Gatter. v

G ist nun so konstruiert, dafl von jedem Knotenpaar (vq, v2) der Knoten vy in der FLMIS
liegt, falls v den Wert 1 hat, sonst liegt ve in der FLMIS.

Man beachte hierbei die Dualitdt zwischen V und A Gattern, die durch die de Morgan’schen
Gesetze gegeben ist. Die Konstruktion des Graphen kann wieder mit Hilfe der Cook’schen
Technik in NC! durchgefiihrt werden. Damit gilt

MCVP <ycn FLMISP
und somit ist FLMISP NC -vollstindig fiir P. a

Als Korollar ergibt sich
Korollar 1.7.20 Das Problem, eine FLMC zu finden, ist NC *-vollstindig fiir P.

Bewegis:  Dieses Problem ist dual zum FLMISP. a
Weitere Beispiele von NC! vollstindigen Problemen sind
Definition 1.7.21 Context Free Emptiness

Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik . Zu entscheiden ist, ob das leere Wort A aus
dieser Grammatik ableitbar ist, also ob A € L(G) gilt.

und

Definition 1.7.22 Max Flow Problem
Gegeben sei ein Transportnetzwerk T = (G, C, s,t), wobei die Kapazititen C' bin&r dargestellt
seien. Das Problem ist es, den maximalen Fluf3 in 7" zu finden.

Die Beweise der Vollstindigkeit dieser beiden Probleme kénnen in [GR 88] nachgelesen werden.
Hier findet man auch noch weitere NC! vollstindige Probleme fiir P.
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1.8 Paralleles Sortieren
In diesem Kapitel werden wir parallele Sortierverfahren kennenlernen.

Definition 1.8.1 Sortierproblem

Gegeben sei eine Folge (aq,...,a,) mit a; € M. Auf M sei eine totale Ordnung definiert. Zu
berechnen ist eine Permutation dieser Folge (aw(l), .. .,aw(n)), so daB ar(j) < ay(jy4 fiir alle j
gilt.

Als Grundoperationen fiir das Sortieren betrachten wir Vergleichs/Austauschoperationen, d.h.
zwei beliebige Elemente der Folge kénnen miteinander verglichen werden und in Abh&ngigkeit
des Ergebnis dieses Vergleiches ihre Plitze tauschen.

Bemerkung 1.8.2 Wir kénnen immer ohne Einschrinkung annehmen, daf§ die Elemente
der zu sortierenden Folge paarweise verschieden sind, da man jedem Element a; das Paar
(a;, 1) zuordnen und diese neue Folge (die aus verschiedenen Elementen besteht) beziiglich der
lexikographischen Ordnung sortieren kann.

Definition 1.8.3 Sortierbaum
Ein bindrer Baum 1 heifit Sortierbaum, falls

e die Blitter von T' den Permutationen von {1,...,n} entsprechen,
e jeder innere Knoten von der Form (a;, a;) ist,

e cine Berechnung des Sortierbaums ein Wurzel-Blatt Weg (a;,,a;,), (@iy,a5,), ..., 7 ist.
Fiir diesen Weg muf} zusétzlich gelten:

— der Nachfolger von (a;,, a;, ) ist der linke Sohn, falls a;, < a;, gilt, sonst der rechte

Sohn,

— die dem Blatt in dieser Folge entsprechende Permutation 16st das Sortierproblem.

Damit gilt der folgende Satz {iber die untere Laufzeitschranke fiir das Sortierproblem. Dabei
zdhlen wir nur die Anzahl der benétigten Vergleichs/Austauschoperationen.

Satz 1.8.4  Fiir das allgemeine Sortierproblem ist Q(nlogn) eine untere Schranke fiir die
schlechtest mégliche Laufzeit.

Bewegrs:  Wir kdnnen nach Bemerkung 1.8.2 annehmen, daf§ alle Elemente verschieden sind,
d.h. nur eine der n! moglichen Permutationen der Folgenelementen eine giiltige Berechnung
ist. Diese n! moglichen Permutationen bilden die Blédtter eines Sortierbaumes. Daher gibt es
wenigstens einen Wurzel-Blatt Weg der Linge Q(logn!) = Q(nlogn). Wenn wir die Folge
betrachten, die nur von der Permutation sortiert wird, die dem Blatt des Weges entspricht, so
ist die Linge der Berechnung an dieser Folge 2(nlogn). O

Nun wollen wir ein sequentielles Sortierverfahren vorstellen, welches sich gut parallelisieren

188t.
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Algorithmus 1.8.5 Mergesort

Merge(a(1),...,a(n),b(1),...,b(n));
begin
1= :=1
WHILE i <7 OR j < n DO
IF a(i) < b(j)
THEN c(i+j) :==a(i); i:=1+1
ELSE c¢(i+j) :==0b(j); 7 =7+ 1;
OD;
Merge:=(c(1), ...,¢(2n));
end;

Mergesort(a(1), ..., a(n));
begin
IFn=1
THEN «a(1)
ELSE Merge (Mergesort(a(1),...,a(n/2)),
Mergesort(a(n/2+1),...,a(n)));

end.

Satz 1.8.6 Der Mergesort sortiert eine Folge ay ...a, in Zeit O(nlogn).
Nun wollen wir den Mergesort mit Hilfe von Sortiernetzwerken parallelisieren.

Definition 1.8.7 Sortiernetzwerk

Ein Sortiernetzwerk ist ein gerichteter Graph G = (V, F), wobei die Menge der Kanten aus
Leitungskanten und Vergleichskanten besteht. Die Grundbausteine des Sortiernetzwerkes
sind Compare/Exchange Bausteine, die die Vergleichs/Austausch Operationen realisieren. Ein
Compare/Exchange Baustein ist in Abbildung 1.10 dargestellt. Es miissen nun die folgenden
Regeln gelten:

1. Je zwei Vergleichskanten besitzen keinen gemeinsamen Knoten, bzw. jeder Knoten ist
héchstens mit einer Vergleichskante inzident.

2. In jeden Knoten geht hichstens eine Leitungskante hinein.
3. Es gibt keinen Kreis (ay,...,a,,a1), so da (a;, a;41) Leitungskante oder (a;, a;41) bzw.

(@it1, a;) Vergleichskanten sind.

Die Grofie eines Sortiernetzwerkes wird mit der Anzahl von Vergleichskanten gleichgesetzt. Die
Tiefe eines Sortiernetzwerkes ist die Lange eines ldngsten bzgl. der Leitungskanten gerichteten

Weges.

Bemerkung 1.8.8 Falls man alle Vergleichskanten mit den beiden zugeh&rigen Knoten in
einen Knoten zusammengzieht, erhdlt man einen gerichteten, azyklischen Graphen.
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Vergleichs-
kante
Leitungs-
kante

Abbildung 1.10: Compare/Exchange Baustein

Definition 1.8.9  Semantik der Sortiernetzwerke
Mit w(l) sei der Wert an der Leitungskante [ bezeichnet. Die Eingabe (a4, ..., a,) liege an den
Eingabeknoten (21, ..., z,) an. Dann ist der Wert w(z;, v) der Leitungskante (z;, v) = a;. Seien

nun (y1,v1), (y2,v2), (v1,21) und (v, z2) Leitungskanten und (vy,v2) die dazwischen liegende
Vergleichskante. Dann gilt

w(vy, z1) = min(w(y1, v1), w(yz, v2))
w(vy, z2) = max(w(y1, v1), w(yz, v2))

Ein Sortiernetzwerk heifit korrekt, falls es fiir jede Eingabefolge eine sortierte Permutation der
Folge ausgibt.

Im folgenden benutzen wir den Begriff Sortiernetzwerk nur noch fiir korrekte Sortiernetzwerke.

Der folgende Satz vereinfacht die Korrektheitsbeweise fiir Sortiernetzwerke.

Satz 1.8.10 Knuthsches 0-1 Gesetz
Ein Sortiernetzwerk N arbeitet genau dann korrekt, wenn es fiir jede 0-1 Folge korrekt arbeitet.

BeEwris:  “=7  Diese ist trivial.
‘e Nehmen wir an N arbeite fiir alle 0-1 Folgen korrekt, versage jedoch fiir die Folge
(a1,...,a,). Bezeichne j die Position, fiir die a;_y > a; in der ausgegebenen Folge gilt. Zu

dieser Folge und beliebigem z € IR definieren wir uns nun Folge (s7,...,s%) mit

o 0 a; <z
v 1 a; >z

Nach Voraussetzung wird jede Folge (s?) richtig sortiert. Betrachten wir nun die Folge (s;”). Da
die Transformation von (a;) auf (s¥) monoton ist, ist das Verhalten aller Compare/Exchange
Bausteine fiir beide Folgen gleich. Daher werden die gleichen Permutationen der Folgen aus-
gegeben. Daraus folgt, dal 1 = sjj_l > S;J = 0 fiir die ausgegebene 0-1 Folge (S?]) gilt. Diese
Folge ist jedoch nicht sortiert, was in Widerspruch zur Voraussetzung steht. a

Nun wollen wir mit den Sortiernetzwerken unseren Mergesort parallel realisieren. Ein erstes
Resultat liefert der folgende

Satz 1.8.11 (Batcher, 1968)
Es existiert eine (logspace) uniforme Folge von Sortiernetzwerken mit Tiefe O(log?n) und

GroBe O(nlog? n).
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Abbildung 1.11: Aufbau eines Mischsortierers

Wir werden jetzt eine Familie dieser Schaltkreise ndher betrachten. Dies sind die Odd-Even
Merge Sortiernetzwerke von Batcher. Man beachte, dafi diese Netzwerke zwar NC -Schaltkreise
sind, jedoch keine optimale parallelen Lésungen sind.

Den allgemeinen Aufbau eines Mischsortiernetzwerkes zeigt Abbildung 1.11. Die Hohe des
Mischbaumes ist dabei log n.

Wir gehen im folgenden davon aus, daf die Eingabe jedes Merge-Moduls zwei (gleich lange)
sortierte Folgen sind. Also sei die Linge der zu sortierenden Folge immer eine Zweierpotenz
n =2,

Wir werden jetzt den Aufbau der Merge Module des Odd-Even Merge Netzwerkes genauer
analysieren.

Definition 1.8.12 Odd-Even Merge Modul

Ein Odd-Even Merge Modul der Eingabelinge n hat als Eingabe zwei sortierte Folgen der
Lange n und produziert daraus eine sortierte Folge der Linge 2n. Wir werden das Odd-Even
Merge Modul rekursiv definieren.

e Ein Odd-Even Merge Modul der Eingabelidnge 1 ist ein Compare/Exchange Baustein.

e Lin Odd-Even Merge Modul M der Eingabeldnge n besteht aus zwei Odd-Even Merge
Moduln My und M; der Eingabeldnge n/2. Die Eingabe von M sei (a1, ..., a,,b1,...,b,).
Daraus werden die Eingaben fiir M; und M so konstruiert, dafl M; die Folgen, bestehend
aus den Elementen von (a;) bzw. (b;) mit ungeraden Indizes, als Eingabe erhilt und M,
die Teilfolgen bestehend aus den geraden Indizes. Die Ausgabefolgen der beiden Merge
Module M; und M, seien ¢; bzw. d;. Die Ausgabe e; des Merge Moduls M werden nun
folgendermaflen bestimmt:

faici=¢  fu=4d;
er=f1 e = fon
e = min{ fo;, foiq1} e€2iy1 = max{ fo;, foiq1} fiir 1 <i <m,

d.h. eg;,e9i11 geht durch Anwenden eines Compare/Exchange Bausteins auf fy;, fo;41
hervor.

Die Abbildung 1.12 zeigt den rekursiven Aufbau eines solchen Merge Moduls.
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Abbildung 1.12: Aufbau eines Odd Even Merge Moduls

Lemma 1.8.13 Ein Odd-Even Merge Modul der Eingabelinge n hat eine Grofie von
O(nlogn) und eine Tiefe von O(logn).

Bewegls:  Bezeichne M,, das Merge Modul der Eingabelinge n. Dann gelten die folgenden
Rekursionsgleichungen:

Size(My,) = 2 - Size(M,) +n — 1
Depth(Ms,) = Depth(M,,) + 1

und
Size(My) =1 Depth(M;) =1

Daraus ergeben sich leicht die angegebenen Schranken. O

Korollar 1.8.14 Das Odd-Even Merge Netzwerk OE,, fiir Eingaben der Linge n hat eine
GroBe von O(nlog? n) und eine Tiefe von O(log? n).

BewEis:  Das Odd-Even Merge Netzwerk OE,, besteht aus n/2i*! Odd-Even Merge Moduln
der Eingabelinge 2' fiir 0 < ¢ < logn. Damit ergibt sich fiir die Gréfe von OE,
Size(OE,) = zi"_gon ! ;1—1 - Size(My:)
=S 02 l0g )

— O(Elogn n- Z)
= O(nlog®n)

und fiir die Tiefe von OE,,
logn logn

Depth(OE,) Z log 2¢ = Z i = O(log? n)
O

Nun wollen wir die Giiltigkeit des Odd-Even Mergesort beweisen. Dazu reicht es zu zeigen, daf
jedes Merge Modul korrekt arbeitet.
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Satz 1.8.15 Jedes Merge Modul des Odd-Even Merge Netzwerkes produziert bei Eingabe
von sortierten Folgen eine sortierte Folge.

Beweris:  Nach Satz 1.8.10 reicht es 0-1 Folgen zu betrachten. Wir fiihren den Beweis nun
induktiv nach der Eingabelinge n des Merge Moduls. Fiir n = 1 gibt es nichts zu beweisen, da
in diesem Fall das Merge Modul ein Compare/Exchange Baustein ist.

Sei also n = 2™. Da die Eingabe des Merge Moduls M sortierte Folgen (a;) und (b;) sind,
haben sie die Form 021"7% bzw. 091”79, Daraus werden die Eingaben fiir die Merge Module

My und M5 konstruiert. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Ausgabe von M; also die Folge

olp/21+1a/21 n=[p/2]+[a/2]

Analog ist die Ausgabe von M, die Folge
olp/21+1a/2] n=Lp/2]+1a/2]

Sei
d=([p/2]+ Tq/2]) — (lp/2] + [9/2])-

Wir betrachten nun die drei méglichen Félle

d=0 (pund ¢sind gerade) In diesem Fall enthilt die Ausgabefolge von M; genauso viele 0-en
wie die Ausgabefolge von Ms. Somit ist die Folge (f;) = 0P+712"=P~4 bereits sortiert und
damit auch (e;) = (fi).

d =1 (p gerade, ¢ ungerade oder umgekehrt) In diesem Fall enthilt die Ausgabefolge von M;
eine 0 mehr als die Ausgabefolge von M,. Damit ist aber die Folge (f;) = 0PT9127—P~4
bereits sortiert und somit auch (e;).

d =2 (pund q ungerade) Die Ausgabefolge von M; enthilt zwei 0-en mehr als die Ausgabefolge
von Ms. Damit hat (f;) die folgende Form: (f;) = 0Pt¢711012"77=%"! Da p+ ¢ — 1
ungerade ist, werden die beiden falsch postierten 0 und 1 in der Folge (e;) richtig gestellt.
Somit ist auch in diesem Fall die Ausgabe korrekt. a

Es gibt neben den Sortiernetzwerken von Batcher auch ein Sortiernetzwerk, mit optimaler

Grofie und Tiefe.

Satz 1.8.16  Es gibt ein Sortiernetzwerk der GréBe O(nlogn) und der Tiefe O(logn).

BEwEIs:  siehe [GR 88] und [AKS 83]. 0

Der Nachteil dieses Sortiernetzwerkes ist, dafi die Konstanten sehr groff sind. Wenn man
nicht darauf angewiesen ist, Sortiernetzwerke zu benutzen ist der Sortieralgorithmus von Cole
([Co 86]) vorzuziehen. Der Algorithmus ist ein Merge-Algorithmus und hat somit mindestens
die Tiefe Q(logn), die durch die Hohe des Merge-Baumes bedingt ist. Es gelingt Cole jedoch,
das Mischen in konstantem Zeitaufwand zu realisieren. Dadurch erhilt er einen Algorith-
mus mit O(logn) paralleler Zeit. Eine gute Beschreibung dieses Algorithmus wird in [GR 88]
gegeben.



58 KAPITEL 1. MASCHINENMODELLE UND GRUNDLEGENDE ALGORITHMEN



Kapitel 2

Algebraische Interpolation

2.1 Arithmetische Berechnungsmodelle

Oft tritt das Problem auf, in algebraischen Objekten arithmetische Berechnungen durch-
zufithren. Bei geeigneter Reprédsentation dieser algebraischen Objekte durch Datenstrukturen
kann eine solche arithmetische Berechnung durch Funktionen f : IB® — IB™ ausgedriickt wer-
den. Damit sind die booleschen Schaltkreise, die ein solches Problem 16sen, abh&ngig von der
Datenstruktur und Grofle des algebraischen Objektes und nicht allein von der Art der arith-
metischen Berechnung, die ausgefiihrt werden soll. In einem solchen Modell vermischen sich
auflerdem die Lésung fiir das eigentliche Problem mit der speziellen Arithmetik. Der Aufwand
des Algorithmus setzt sich zusammen aus dem eigentlichen Aufwand zur Lésung des Problems
und dem Berechnungsaufwand fiir die Arithmetik. Dies ist ein unerwiinschter Effekt, da von
der Hauptsache ablenkt wird und auch Vergleiche verschiedener Algorithmen erschwert wer-
den. Daher fiithren wir jetzt Schaltkreise ein, die arithmetische Berechnungen abstrahiert
vom algebraischen Objekt ausfiihren.

Beispiel 2.1.1  Die Berechnung des Produktes zweier Matrizen iiber GF(2) ist mit Hilfe des
Satzes 1.3.14 in EREW-PRAM(log n, n®/logn) méglich. Betrachten wir das Matrizenprodukt
iiber Z, so erhalten wir einen Schaltkreis, in dem die Arithmetik fiir die Multiplikation ganzer
Zahlen enthalten sein mufl. Wenn wir annehmen, daf§ die Zahlen durch n Bits darstellbar
sind, ist jede Zahlenmultiplikation mit Hilfe des Schénhage-Strassen Algorithmus ([SS 71]) in
O(logn) Tiefe und O(nlognloglogn) Prozessoren durchfithrbar. Somit haben wir nur einen
EREW-PRAM(log? n, n* log log n) Algorithmus. In dieser Betrachtung vermischen sich also die
Kosten fiir das eigentlichen Berechnungsproblem und die Kosten fiir die Arithmetik.

Die algebraischen Objekte, die wir im folgenden betrachten sind Kérper. Wir wollen jetzt ein
Berechnungsmodell einfiihren, das die booleschen Berechnungen von den Berechnungen in dem
Korper trennt. Es stammt von J. von zur Gathen ([Ga 86]).

Definition 2.1.2 Sei I ein Korper. Dann bezeichne €2 eine Menge von Operationen iiber
(F'U IB)*. Zu jeder Operation w € €2 sei eine sogenannte Arity-Funktion o gegeben, die die
Anzahl der Variablen aus F und IB angibt:

o= (01,02) : Q@ — IN X IN

59



60 KAPITEL 2. ALGEBRAISCHE INTERPOLATION

o1(w) = Anzahl der Argumente von w aus I,
02(w) = Anzahl der Argumente von w aus IB.

Eine Type Funktion 7 gibt den Wertebereich der Operation w an:
7:Q — {F, IB}.

Ein (Q,0,7) - Programm ist ein 4-Tupel
P= (G, XL r),

wobei

e (G = (V, F) ein endlicher, gerichteter, azyklischer Graph mit Knotenmenge V' und Kan-
tenmenge I/ C V X V ist,

e \:V — Qein Labelling der Knoten ist,
o [V = {l,...,|V]|} eine injektive Numerierung der Knoten ist und

e = (vy,...,v;) eine Folge von Ausgabeknoten.

Dabei miissen die Arity-Funktionen beachtet werden und [ konsistent mit der topologischen
Ordnung von G sein.

Fiir jedes v € V gilt:

Es gibt genau o1(A(v)) eingehende Kanten (w,v) mit 7(A(w)) = F und genau o2(A(v)) ein-
gehende Kanten (w,v) mit 7(A(w)) = IB. Jedes solche w muf beziiglich der topologischen
Ordnung kleiner sein, d.h. es mufl I(w) < {(v) gelten.

Ein einfaches Modell benutzt nur Operationen in F' und hat die folgende Menge Q° von Ope-
rationen.

Definition 2.1.3 Sei F ein Koérper, n € IN, N = {1,...,n} und

QY =Q%(n) = FU{+,—,* /YU ({ing} x N)

0

mit Arity-Funktion ¢° = o%.(n)

o o0, _ ) (0,0) falls we FU({inp} x N)
Vo e o'(w) = { (2,0) falls w € {+, —7*7F/}

und Type-Funktion 70 = 7% (n)
Ywe Q¥ w)=F.

Damit kénnen wir jetzt unser erstes arithmetisches Berechnungsmodell definieren.

Definition 2.1.4 Arithmetischer Schaltkreis
Ein Arithmetischer Schaltkreis (ACR) iiber I’ mit n Eingdngen und v Ausgingen ist ein
(Q%(n), 0% (n), 72(n)) - Programm (G, A, [,7) mit |r| = v.
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Bemerkung 2.1.5  Arithmetische Schaltkreise berechnen rationale Funktionen iiber F. Die
Menge der so berechenbaren rationalen Funktionen iiber F' bezeichnen wir mit RATF.

Wir werden jetzt unser arithmetisches Berechnungsmodell erweitern, indem wir auch einen
booleschen Kontrollflul zulassen.

Definition 2.1.6 Interface
Der boolesche Kontrollflufl und die arithmetischen Berechnungen in F kénnen nur iiber

e Sign-Knoten

e Selection-Knoten
miteinander in Verbindung treten. Dabei stellt

e Yign eine Funktion F' — IB dar, mit

sign(a) = TRUE fallsa #0
S =Y FALSE falls a = 0;

e Selection eine Funktion F'? x IB — I dar, mit

T falls b = TRUE
DR 4y falls b= FALSE;

Nun kénnen wir ein weiteres arithmetisches Berechnungsmodell einfiihren.

Definition 2.1.7 Sei F' ein Korper, n,m,v,p € IN, N ={1,...,n}, M ={1,...,m} und

Q' = Qf(n,m) = Q%(n) U IB U {sign, sel, =, V, A} U ({ing} x M)

mit erweiterter Arity-Funktion o! = o}.(n, m)

o%w) falls w € Q°

1,0) falls w = sign
R TR 2,1) falls w = sel
Vel 0w = 0,1) fallsw=-
0,0) fallsw e IBU ({injg} x M)
0,2) fallsw € {A,V}

und erweiterter Type-Funktion 7!

Vo € QF

F falls w e Q°U {sel}
1) —
mw) = { IB  sonst.

Definition 2.1.8  Arithmetisches Netzwerk

Ein Arithmetisches Netzwerk (ANT) iiber I mit (n,m) Eingédngen und (v, u) Ausgéngen
ist ein (Q%(n, m),ck(n, m), 7h(n, m)) - Programm (G, A, [, r) mit v Ausgabeknoten aus r vom
Type F und p Ausgabeknoten aus r vom Type IB.
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Satz 2.1.9 Simulation von booleschen Funktionen
Falls die Conditional Inverse

_ z=b falls 2 # 0
“(x)_{o falls 2 = 0

fiir € F definiert ist, kbnnen die booleschen Funktionen durch arithmetische Operationen
in I’ simuliert werden. Dabei entspricht der Wert TRUE der 1 € I und der Wert FALSE der
0erl.

BeEwris:  Wir miissen die Funktionen mit booleschen Argumenten und booleschen Werten
simulieren.

e sign(z) ~ z-w” ()

o sel(zy,22,y)~z1-y+az-(1—y)

o 'z~ 1—ux

e LAYy~ T-Y

o tNVYy~r+y—x-y (W

Durch diese Simulation kénnen wir uns nun auf die Betrachtung von arithmetischen Schalt-
kreisen beschrinken. Analog zu booleschen Schaltkreisen méchten wir auch hier nur uniforme
Schaltkreise behandeln.

Definition 2.1.10 Sei F ein Korper. Dann sei
NC ]Zl[F] = {f € RATF|3 Folge von uniformen arithmetischen Schaltkreisen

{C,} mit beschrinkten Fan-In und Size(C,) = n°®")
und Depth(C,) = O(log® n), die f berechnet}

NC = U NCZ[F].
keIN

Mit Hilfe dieser Schaltkreise konnen wir jetzt unsere Algorithmen unabhéngig von der Kérpe-
rarithmetik studieren.

2.2 Parallele Lineare Algebra

In diesem Abschnitt werden die parallele Berechnung von Determinanten einer Matrix iiber
beliebigen Ringen und verwandte Probleme behandelt.
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2.2.1 Parallele Berechnung von Determinanten

Csanky konnte 1976 fiir Ringe der Charakteristik 0 zeigen, dafi die Determinantenberechnung
in NC Zl[F] liegt ([Cs 76]). Dieses Ergebnis wurde 1982 durch Borodin, von zur Gathen und

Hopcropft auf beliebige Ringe erweitert ([BGH 82]). Ihr NC Zl[F] Algorithmus erfordert je-

doch O(n'®) Prozessoren. In diesem Abschnitt wird der Algorithmus von Berkowitz vorgestellt
([Be 84]). Dieser Algorithmus benétigt lediglich O(n>*) Prozessoren bei gleicher paralleler Zeit.
Es sei bemerkt, dafl die Prozessorenzahl bei der NC Zl[F] Determinantenberechnung 1987 durch

Pan noch weiter auf O(n?®) verbessert werden konnte ([Pa 87]).

Sei A = (a;;) eine n X n Matrix iiber einem beliebigen Korper F. Betrachte die folgende

Zerlegung von A
. al R

wobei B, Sund M 1x (n—1), (n—1) x 1 und (n —1) x (n — 1) Untermatrizen von A sind.

Der Algorithmus von Berkowitz fiihrt die Berechnung der Determinanten von A rekursiv auf
die Berechnung der Determinanten von M zuriick. Sei

_ t_
Ri = (@i ig1, s @)y S0 = (Qig1iyeny Qi)
und
41,441 -+ Aigy1n
M, = .
Up 41 e Upp,

Seien p(A) und ¢(X) die charakteristischen Polynome von A und M, also

p(A):=det(A-X-F,) = an_i/\i und
1=0

n—1
g(A):==det(M — X-E,_1) = Z Gr_1—i N
1=0

Es gilt det (4) = p(0) = py,, also 1aBt sich die Berechnung der Determinanten von A auf die
Berechnung des charakteristischen Polynoms von A zuriickfithren. Im folgenden werden wir
zeigen, wie sich das charakteristische Polynom von A mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
von M darstellen 1&8¢.

Dazu benttigen wir den

Satz 2.2.1 Entwicklungssatz nach Laplace
Entwicklung der Determinanten nach der j-ten Spalte von A:

det A= " (=1)"* - a;; - det (A(i]5)),
=1
und Entwicklung der Determinanten nach der i-ten Zeile von A:
det A= (=1)"* - ayj - det (A(il5)),
7=1

wobei A(i|j) eine (n — 1) X (n — 1) Matrix ist, die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte hervorgeht.
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Sei adj (A4) € (n X n; R) die Adjungierte von A. Fiir 1 <4,j < n ist

adj (A)i; = (=1)"7 - det (A(i]).
Die Adjungierte besitzt die folgende Eigenschaft:

Lemma 2.2.2 Sei det (A) # 0. Dann ist B- A = A - B = det (A) - E,, eindeutig lésbar
mit B = adj (A).

Das charakteristische Polynom von A 148t sich mit Hilfe der Adjungierten von A ausdriicken:

Lemma 2.2.3
p(A) = (an — A) -det (M - A En—l) + R- adj (M - A En—l) . S,

wobei R, S, M wie oben definiert sind.

BEwEIs:  Man entwickelt det (A — A - E,,) nach der ersten Zeile und dann nach der ersten
Spalte.

an—/\ a1y A1n

a21 azy — A

p(A) =det (A—A-FE,) =det

a1 o o A1 App — A

Die Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

p(A) = (a1 — A)-det (M = X E,_q) + 4

J

(=) - ay; - det (A — X - E,)(1]5),
2

n

Entwicklung von det (A — A - £2,)(1]j) nach der ersten Spalte ergibt weiter

p(A) = (ar—A)-det (M —X-FE,_y)+

DD Y (1) - aqn - det (M = A~ En) (i)
7j=2 1=2
1. Zeile 1.Spalte
Sei o
mij = (=1)"7 ~det (M — X - E,—1)(i]4).
Dann ist
a1y i Mmoo .. oo Mp3 as
p(A) = (an — A) - det (M - A En—l) +
A1n mop oo oo Mpnp (17991
N———

R adj (M—\-Eyp_1) s
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Also ergibt sich

p(A) = (an — A) -det (M— A'En_l) —|—Radj (M— A'En_l) - S.

Die Adjungierte von (M — A - E,,_1) 148t sich schreiben als

Lemma 2.2.4

n

adj (M — A-Eyq) = — Z(qOM’“_Q MR Qr—2Ep_1) - AR,
k=2

wobei ¢(A) das charakteristische Polynom von M ist.

Beweis:  Die beiden Seiten der Gleichung werden mit (M — X- I,_) multipliziert. Fiir die
linke Seite ergibt sich nach Lemma 2.2.2:

adj (M - A En—l) . (M - A- En—l) = det (M - A En—l) . En—l = q(A) . En—l-

Fiir die rechte Seite ergibt sich:

n

(= (@M + g M*2 4+ oo En) - A (M = A Ey)
k=2

= = (M + MR g M) AT
k=2

n:l (*)

) (@M + MM g M+ o1 Ey) - AR,
k=1

Der Satz von Caley-Hamilton besagt, dafi die Einsetzung eines Endomorphismus M in sein
charakteristisches Polynom gps die Nullabbildung ergibt, d.h.

g(M) = oM™ ' 4+ M2+ 4 g1 E,_y = 0.

Damit kann man den Index des zweiten Summanden in (%) bis n laufen lassen. Die beiden
Summanden lassen sich zusammenfassen und es ergibt sich

(*) = N B+ @\ TPE e i AYE,
q(A) . En—l-

a

Unser Ziel wird es sein, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von A durch ein Glei-
chungssystem in Koeflizienten des charakteristischen Polynoms von M auszudriicken. Hierzu
sind einige Voriiberlegungen notig.

Eine Matrix B € (n X m; R) heifit Toeplitz-Matrix genau dann wenn:

bij = bi—min(i,j)+1,j—min(i,j)+1

d.h. in jeder Diagonalen von B stehen die gleichen Elemente.
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Lemma 2.2.5 Seien A = (a;;) € (n x m; R), B = (b;;) € (m x p; R) untere Dreiecks-
Toeplitz-Matrizen. Dann ist C' = (¢;;) = A- B € (n X p) eine untere Dreiecks-Toeplitz-Matrix
und kann mit O(n?) Prozessoren in O(logn) Tiefe berechnet werden.

BEwWEIs:  Sei a; = a;; und b; = by;. Dann ist

0

S 0

cij:Zaik-bkj:(ai,ai_l,...,al,o,...,O)- b

k=1 1
brnt1-j

Die i-te Zeile von A enthilt ¢ Koeffizienten und m — i Nullen, die j-te Spalte von B j—1 Nullen
und m — (j — 1) Koeffizienten. Falls ¢ < j folgt also ¢;; = 0, damit ist C' untere Dreiecksmatrix.

Weiterhin gilt

Crl = Z a; - b;.

Also ist ¢x1 = cpyi14 fiir alle 1 <1 < min(n,p) — 1 und C ist eine Toeplitz-Matrix.

C ergibt sich demnach aus der Konvolution
(al, ceey an) * (bh ceey bm)

Falls der Ring R die Fast Fourier Transformation erlaubt, so kann C' durch O(nlogn) Prozes-
soren in O(logn) Tiefe berechnet werden, anderenfalls ist ein Aufwand von O(n?) Prozessoren
und O(logn) Tiefe erforderlich. 0

Durch Lemma 2.2.4 und Lemma 2.2.3 werden die charakteristischen Polynome von A und M
in Beziehung gesetzt:

n

p(A) = (an — A) . det (M — A . En—l) — R . (Z(Mk_ZqO —|— cee —|— En_1Qk_2) . An_k) . S
k=2

= (a1 —A)- ((]0/\71_1 @A TR AT f]n—1/\0)

det (M—=\-Ep_1)

n

—h (Z(qOMk_Q + g MF P g MY g MO) AR LS
k=2

—adj (M=\-Ey,_)

Koeffizientenvergleich ergibt:

-1
a11 -1 0 o Po
—RMYS a11 -1 N "
—RM?'S —RM°S ap —1 ] a2 . P2
. . 43 | P
: 4 : :
n—2 n—3 0 n-1 Pn

—RM S —RM S ... —RM"S a1l

=:c) €(n+1xn; R)
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Rekursive Anwendung dieses Prinzips ergibt fiir die t-te (¢ = 1,...,n) Rekursion die Matrix

CO= (D em+2-txnt1-1t;R):

-1 falls =1
C;0 = O falls =2

~RM;73S; falls i>3

und es gilt
n Po

Pn
Die Berechnung der Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von A ist somit auf die

Berechnung des obigen Produkts zuriickgefiihrt worden. Der néchste Schritt muf also eine
effiziente Berechnung der Eintrige R, - M} ™2 - S; von C'® sein.

Lemma 2.2.6 Seien R € (1 xm; R), S € (mx1;R), M € (mxm; R), m<n und sei
T ={R-M'-S}",. Dann liegt die Berechnung von T in NC?(n®*¢) fiir jedes ¢ > 0, wobei
n® die Anzahl der bendtigten Prozessoren ist, um die Matrizenmultiplikation in O(logn) Tiefe
durchzufiithren (zur Zeit ist o < 2.376).

BEWEIS:  Sei
U={R-M}Zy, V={M""" Sy,

Jedes Element von 7" kann eindeutig als Skalarprodukt von Vektoren aus U und V berechnet
werden, denn der Exponent k des Termes M in einem beliebigen Element von T kann eindeutig
durch k = i45-n%% mit 4, j < n°® dargestellt werden. T kann aus U und V durch n Skalarpro-
dukte der Gréfie n — 1 berechnet. Der Aufwand zur Berechnung eines solchen Skalarproduktes
liegt in NC A[F](n), also kann 7" durch U und V in NC&‘[F](nZ) berechnet werden.

Da die Berechnung von U und V dquivalent ist, geben wir nur die Konstruktion von U an.

Sei
Zﬁ = {R : MZ}?jo- (U = Zo.5)
Wir zeigen durch Induktion iiber 3, daff sich Zg mit O(n®*¢) Prozessoren in O(log® n) Tiefe

berechnen 148t.

Fiir 8 — e = 0ist Z. = {R - M*} zu berechnen. Die Menge {M*}"", 1&8t sich durch binires
Potenzieren durch einen Baum der Tiefe ¢ - log n berechnen und damit sind zur Berechnung
von Z. O(n‘n®) Prozessoren und Tiefe O(log? n) ausreichend.

Falls die Aussage fiir Z5_. richtig ist, so folgt die Aussage fiir Zg durch folgende Uberlegung:

Zg 148t sich aus Zg_, und Yz = { M "Zy berechnen, denn Zz = {Zg_. -y | y € Y3}. Nach
Induktionsanfang kann Yj durch O(n®+¢) Prozessoren in O(log® n) Tiefe berechnet, die gleiche
Aussage gilt auch fiir Z3_. nach Induktionsvoraussetzung. Damit ergibt sich als Aufwand zur
Berechnung von Zg auch O(n®*<) Prozessoren und O(log® n) Tiefe. o

Mit Hilfe von Lemma 2.2.6 kénnen wir nun das Hauptresultat beweisen:
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Theorem 2.2.7 Sei A € (n X n; R) und p(A) das charakteristische Polynom von A.
Fiir jedes ¢ > 0 kdnnen die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms mit O(n®+17¢)
Prozessoren in O(log? n) Tiefe berechnet werden.

BeEwEls:  Aus den obigen Betrachtungen ergab sich
n Po
Pn
Nach Lemma 2.2.6 kann jedes C(), 1 < i < n in NC Z[F](na"'e) berechnet werden. Damit liegt

die Berechnung der Menge {C')}%_ | in NC Z[F](na"'l"'e). Durch bindres Multiplizieren und
mit Hilfe von Lemma 2.2.5 18t sich die Berechnung des Produktes [T7, C() in NC Z[F](nS)

durchfiithren. O
Korollar 2.2.8

DET € NC%q(nt),

Bewegrs:  Nach Lemma 2.2.4 gilt
adJ (A) = _(pOAn_l + o —I'pn—QA ‘|’pn—1En)

Die Menge {A'} 148t sich in NC Z[F](na"'l) berechnen. O

2.2.2 Paralleler GCD-Algorithmen fiir Polynome

Borodin, von zur Gathen und Hopcroft ([BGH 82]) geben einen effizienten, parallelen Algorith-
mus zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Polynome iiber einem beliebigen
Koérper an.

Theorem 2.2.9 Sei F' ein beliebiger Korper. Dann 148t sich ged (f,¢) fiir f,g € F[z]
mit deg f = m < n = deg g mit O(n*®) Prozessoren in O(log?n) Tiefe berechnen.

BEwEIs:  Die Berechnung von ged (f, g) wird auf die Berechnung einer Determinante zuriick-
gefiihrt. Sei h = ged (f, g) der normierte grofite gemeinsame Teiler von f und ¢ und degh = d.
Dann existieren Polynome u,v € Flz] mit h = uf + vg und degu < n — d, degv < m — d.

Fiir jedes k& > 0 und alle Polynome s = " s;2° und t = . t;2%, ldt sich die Bedingung

“sf + tg ist normiert vom Grad k£ und degs < n —k, degt < m — k”
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in ein (n 4+ m — 2k) x (n + m — 2k) Gleichungssystem S}, iibersetzen:

fm In Sn—k-1 0
fm—l fm 9n—1 Gn
gn
fm : 50 =
fo : l—k—1
9o
Jo o fr go - Gk to 1

Sei Ay, die Koeffizientenmatrix zu S. I5s ergibt sich der folgende Algorithmus zur Berechnung
von ged (1, 9):

Algorithmus 2.2.10 GCD-Algorithmus fiir Polynome

Eingabe: Koeffizientenvektoren der Polynome f(z) und g(z).

Schritt 1: Berechne parallel ag, ..., a,,, wobei a; = det (A;) und Ay wie oben definiert.
Schritt 2:  Setze d := min{k | a; # 0}.

Schritt 3:  Berechne die Losung (s,t) von Sy (Ay ist nichtsinguldr).

Ausgabe: ged (f,9) :=sf +tg.

Damit ist die Berechnung von ged (f, g) auf die parallele Berechnung von O(n) Determinanten

von Matrizen der Grofie maximal 2n zuriickgefithrt. Mit Korollar 2.2.8 ergibt sich GCD €
NCG gy (not2te). o

2.2.3 Parallele Berechnung des Ranges

In diesem Abschnitt soll der Algorithmus von Mulmuley ([Mu 87]) zur parallelen Berechnung
des Ranges einer Matrix {iber einem beliebigen Korper F' vorgestellt werden.

Zunichst geben wir einige grundlegende Begriffe der linearen Algebra an (vgl. z.B. [Fi 82]).

Sei V' ein Vektorraum iiber F und ¢ ein Endomorphismus iiber V
o:V — V.
Sei A € F Eigenwert von ¢, so definieren wir
Eig(p;A):i={veV : ¢(v)=Iv}=Ker(¢—-A-idy) CV

als den Figenraum von ¢ zum FEigenwert A und

Hau (¢; \) := Ej Ker(¢ — A-idy)° CV

s=1
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als den Hauptraum von ¢ zum Eigenwert A.

Sei
Py:=det (¢ —t-idy) € Ft]

das charakteristische Polynom von ¢.

Ein Endomorphismus ist trigonalisierbar (d.h. es gibt eine Basis B von V derart, da Mg(¢)
eine obere Dreiecksmatrix ist) genau dann, wenn das charakteristische Polynom von ¢ iiber K
in Linearfaktoren zerféllt. In diesem Fall kann B so gew&hlt werden, dafl Mp(¢) Jordansche
Normalform hat. Grundlegend fiir den Beweis dieser Tatsache ist der Satz iiber die Zerlegung
in Hauptrdume, den wir auch zur Berechnung des Ranges heranziehen werden.

Satz 2.2.11 Zerlegung in Hauptridume
Sei ¢ ein Endomorphismus eines F-Vektorraumes V derart, dafl das charakteristische Polynom
Py in Linearfaktoren zerfillt, d.h.

Py = (- A) e (t— Ag)"*

mit paarweise verschiedenen Ay,..., Ay € F. Seien W; = Hau (¢; \;) die Hauptrdume von ¢
zum Eigenwert A;; 1 <7 < k.

Dann hat man eine direkte Summenzerlegung
V=W& oW

und es gilt fiiri=1,...,k

&
~—

W; = Ker (¢ — A; -idy)",
dim W; = r;,

d(W;) C Wi,

Pyyw, = £ = X)",
(/Wi — X; - idw,)" = 0.

ez

[¢)

Wir wenden uns nun der Berechnung des Ranges einer Matrix A € (n x n; F') zu. Sei P(t) das
charakteristische Polynom von A und K(A) der Hauptraum von A zum Eigenwert 0,

K(A) = [j Ker (A%).

Sei m die Vielfachheit von 0 in P(t), d.h. m ist die grofte natiirliche Zahl, so da§ ¢ das
Polynom P(t) teilt.

Betrachte den algebraischen Abschlufl von F. Sowohl die Dimension von K(A) als auch das
charakteristische Polynom sind invariant unter dieser Erweiterung. Im algebraischen Abschlufl
148t sich demnach Theorem 2.2.11 anwenden, und es folgt, daf§

m = dim (K (4))

gilt. Die Dimension des Hauptraumes 148t sich also durch Berechnung des charakteristischen
Polynoms (im Grundkérper) einfach ermitteln.
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Zur Ermittlung des Ranges (oder dquivalent des Defektes) der Matrix A ist jedoch die Be-
rechnung der Dimension des Nullraumes dim (Ker (A)) erforderlich. Falls die Dimension des
Hauptraumes K (A) und die Dimension des Nullraumes iibereinstimmen, so kann der Rang von
A leicht berechnet werden:

n —rg(A) = defekt (4) = dim (Ker (4)) = dim (K (A4)) = m.

Im Allgemeinen kann man jedoch nicht davon ausgehen, dafi die Dimension des Hauptraumes
K (A) und die Dimension des Nullraumes iibereinstimmen, allerdings sind wir in der Lage die
Matrix A so zu transformieren, dafl diese Aussage stets erfiillt ist und der Rang von A unter
dieser Transformation erhalten bleibt.

Zunichst einmal kénnen wir davon ausgehen, dafi A quadratisch und symmetrisch ist. Ande-

renfalls betrachte die Matrix
0 A
At o )0

deren Rang der doppelte Rang der urspriinglichen Matrix ist.

Weiterhin ist der Rang von A invariant unter Erweiterung des Grundkérpers. Man hat also die
Freiheit I’ soweit zu erweitern, solange die Arithmetik im Erweiterungskérper nicht zu teuer
wird. Wir erweitern F durch Adjunktion eines transzendenten Elements z, sei also G = F(z).
G ist isomorph zum Korper der rationalen Funktionen in der Unbestimmten z.

Sei C' € (n X n; ) definiert durch
C=X-A4,

wobei X = (z;;) eine Diagonalmatrix mit z;; = 2711 < i < nist. Da X nichtsingulér
ist, gilt rg (A) = rg(C). Mit Hilfe des folgenden Lemmas 2.2.12 werden wir zeigen, daf fiir
die Matrix C' die Dimension des Hauptraumes K (C') mit der Dimension des Nullraumes von
C iibereinstimmt. Mit den obigen Bemerkungen 148t sich dann der Rang von A4 aus dem
charakteristischen Polynom von C' berechnen.

Lemma 2.2.12 rg (C'-C) =rg (C).

BEwEIs:  Es ist nur zu zeigen, daf§ rg (AX A) = rg (A) ist, denn dann gilt

rg (CC) = rg (XAXA) = rg (AXA) = rg(4) =g (C).
Trivialerweise gilt rg (AX A) < rg(A). Zu zeigen bleibt, daf} auch rg (AX A) > rg(A4) gilt.
Falls rg (AX A) > rg (A), so folgt aus AX Au(z) = 0, dal Au(z) = 0 gilt, wobei u(z) ein Vektor

mit rationalen Funktionen als Eintrdgen ist. Angenommen, v(z) = Au(z) # 0 fiir einen Vektor
u(z) mit Polynomen in z als Eintrigen. Dann ist

0 = AXAu(z)
t( JAX Au(a)
u(2) AYX Au(z)
= v'(z)Xo(x)
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Sei m; der Grad von v;(z) und m = max{m;}. Sei k der maximale Index, sodafl m; = m
ist. Betrachte dann das Monom 27ka7k b= = 27kgmsth=1 yon S0 4 (2)v;(2)2' "t Dieses
Monom kann sich nicht wegheben, da die Potenz mj von z maximal ist, und unter allen
Monomen mit Anteil z™* die Potenz myj + k — 1 von & maximal und einmalig ist. Damit gilt
widerspriichlich

vi(2)vg(x) 2~ £ 0,

n

K3

also ist rg (AX A) > rg (A) und damit folgt die Aussage des Lemmas. a
Betrachtet man ' als Endomorphismus von V = G", folgt aus Lemma 2.2.12, daf
Ker (C)NC(V) = {0}.

Sei z € Ker (C)NC(V) und & = C(y). y existiert, da 2 € C'(V). Angenommen, 2 # 0, dann ist
y ¢ Ker (C), aber y € Ker (CC'). Dies ist nach Lemma 2.2.12 ein Widerspruch, also ist z = 0.

Damit 148t sich V als direkte Summe
V =Ker (C)g C(V)

darstellen und die Restriktion C'/C (V) von C' auf C'(V') ist ein Automorphismus. Das bedeutet,
dafl Ker (C*) = Ker (C) fiir jedes s, also ist Ker (C') = K(C).

Damit ergibt sich der folgende Algorithmus zur Berechnung des Ranges einer symmetrischen
n X n Matrix A {iber einem beliebigen Ko&rper F:
Algorithmus 2.2.13 Berechnung des Ranges einer Matrix

Eingabe: Matrix A iiber einem beliebigem Korper F.
Schritt 1:  Bilde X = (z;;) mit z;; = 21 und x;; = 0 fiir 7 # J.
Schritt 2:  Berechne Q(t) = det (XA — tF,) iiber F(z).

Ausgabe: n —m, wobei m die Vielfachheit von 0 in Q(¢) ist.

Borodin, Cook und Pippenger zeigen, daf sich die Determinante aus Schritt 2) in O(log?(n))
Tiefe mit O(n*?®) Prozessoren berechnen 148t.
Zusammenfassend ergibt sich also

Satz 2.2.14 Die Berechnung des Ranges einer Matrix {iber einem beliebigen Kérper liegt
in NC?(nt?). O

2.3 Perfekt Matching Probleme

Nun wollen wir uns dem zweiten wichtigen Problemkreis zuwenden. Dies sind Algorithmen
zur Konstruktion von Perfekten Matchings und der Interpolation von Polynomen. Wir
werden sehen, dafl diese beiden Probleme sehr eng miteinander verwandt sind und auf die
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Berechnung von Determinanten zuriickgefithrt werden kénnen. Da viele Probleme insbesondere
in der Graphentheorie auf das Perfekt Matching Problem reduziert werden kénnen, ist dies ein
Engpafl im Entwurf paralleler Algorithmen.

Definition 2.3.1 Matching
Gegeben sei ein Graph G' = (V, E). Eine Teilmenge M C I heifit

e Matching, falls keine zwei Kanten in M inzident sind;

e nichterweiterbares oder auch maximales Matching, falls es kein Matching gibt, das M
echt enthilt;

e Maximum Matching, falls M ein Matching maximaler Kardinalitit ist;

o Perfektes Matching, falls jeder Knoten aus V' mit genau einer Kante aus M adjazent ist.

Definition 2.3.2 Determinante, Permanente
Gegeben sei eine Matrix A = (ai,j)lgi,jgn- Dann sind die Determinante und Permanente
von A wie folgt definiert:

n

det (4) = Y sign(0) [] @00

ogESK =1

perm (A) = Z Hai,a(i)-

cESy 1=1

Falls A € IB"*" kann auch die logische Permanente von A definiert werden:

Peme(A) = \/ /\ @ 5 (3)-

gES, 1=1

Nun konnen wir die verschiedenen Probleme, die mit dem Perfekt Matching Problem in Zu-
sammenhang stehen, aufzéhlen. Sei G = (V, E) ein Graph.

1. Entscheidungsproblem: Besitzt (& ein Perfektes Matching ?

2. Konstruktionsproblem: Konstruiere ein (beliebiges) Perfektes Matching von G.

3. Berechnungsproblem: Berechne die Anzahl verschiedener Perfekter Matchings von (.

4. Aufzihlungsproblem: Konstruiere alle Perfekten Matchings von G.

Das einfachste dieser Probleme ist das Entscheidungsproblem. Um dieses Problem zu 1&sen
hilft der folgende Satz von Tutte. Zunichst jedoch eine

Definition 2.3.3 Tutte’sche Matrix
Sei G = (V, E) ein Graph mit Adjazenzmatrix A. Zu G sei nun die folgende schiefsymmetrische
Matrix (Tutte’sche Matrix) C' in den Variablen z;; definiert:

Zi; i<jundaij:1
Cij = —Tij 1> und ai; = 1
0 t = j oder a;; = 0.

Man beachte, daf det (C') ein Polynom in den Variablen z;; ist.
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Satz 2.3.4  (Tutte, 1952)
Ein ungerichteter Graph G = (V, F) mit Adjazenzmatrix A besitzt genau dann ein Perfektes
Matching, wenn det (C') # 0 ist, d.h. det (C') enthélt mindestens ein Monom.

Beweris:  Falls GG ein Perfektes Matching besitzt, so induziert die zugehdrige Permutation
ein Monom in der Determinante der Tutte’schen Matrix, welches sich nicht wegheben kann,
da die Permutation aus 2-Zyklen besteht. Somit ist die Determinante nicht identisch 0 und die
Tutte’sche Matrix regulir.

Welche weiteren Permutationen kénnen nun Monome in der Tutte’schen Matrix induzieren?
Eine Permutation, die einen ungeraden Zyklus enthilt, wird durch die Permutation, die diesen
Zyklus in entgegengesetzter Richtung durchlduft und sonst gleich ist, wieder geldscht. Damit
kénnen keine Permutationen mit ungeraden Zyklen Monome erzeugen. Falls es Permutationen
gibt, die nur gerade Zyklen enthalten, so gibt es auch Permutationen die nur 2-Zyklen enthalten.
Wenn die Tutte’sche Matrix also reguldr ist, so gibt es in der Determinante der Tutte’schen
Matrix ein Monom, das von einem Perfekten Matching induziert ist, und damit auch ein
Perfektes Matching. a

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir das Entscheidungsproblem auf den Nulltest fiir ein multi-
variates Polynom zuriickfiihren.

Definition 2.3.5 Das Interpolationsproblem, d.h. der Test, ob ein als Black-Box gegebenes
n-variates Polynom P(zq,...,z,) mit deg(P) < m identisch 0 ist, sei mit IP(n, m) bezeichnet.

Damit gilt mit Algorithmus 1.6.31:
IP(n,m) € RgTIME((n 4 m)°M)

IP(n, m) € RsSPACE(log(n + m))
IP(n,m) € Black-Box RNC*

Wir kénnen nun den effizienten parallelen Algorithmus von Berkowitz aus dem vorigen Ab-
schnitt dazu verwenden, die Determinante der Tutte’schen Matrix in NC 2 zu berechnen. Dar-
aus ergibt sich, daf§ das Entscheidungsproblem in RNC? liegt.

Leider ist kein nicht probabilistischer Algorithmus bekannt, der das Perfekt Matching Problem
in NC 18st.

Aus diesem Grund werden wir im folgenden nur eine spezielle Klassen von Graphen (bipartite
Graphen mit polynomiell beschrinkter Permanente) betrachten, und fiir diese das Perfekte
Matching Problem in NC I8sen. Desweiteren werden wir eine Ldsung des Perfekt Matching
Problems fiir beliebige Graphen entwickeln, die in RNC liegt. Die erste Arbeit ist von Grigoriev
und Karpinski (siehe [GK 87]), die zweite von Mulmeley, U.Vazirani und V.Vazirani (siehe
MVV 87]).

2.3.1 Perfektes Matching in speziellen bipartiten Graphen

Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph, d.h. V. = V;UV5, so daf alle Kanten Knoten aus V; und V5
verbinden. Wir wollen in solchen Graphen Perfekte Matchings betrachten. Perfekte Matchings
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konnen nur existieren, falls |Vi| = |V2| gilt. In diesem Fall ist die sogenannte bipartite Adja-
zenzmatrix eine quadratische Matrix. Sie ist eine Teilmatrix der vollstindigen Adjazenzmatrix
und ist wie folgt definiert:

A= (aij) mit a; =1 & (U17i7v27]’) e F.

Im Zusammenhang mit bipartiten Graphen verwenden wir im folgenden nur bipartite Adja-
zenzmatrizen. Es gilt nun das folgende

Lemma 2.3.6 Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph. Dann ist der Wert der Permanente
der Adjazenzmatrix von G gleich der Anzahl der (verschiedenen) Perfekten Matchings in G.
Insbesondere gilt

perm “(A) =1 < G besitzt Perfektes Matching.

BEWEIS:  Sei o eine Permutation mit a;,(;y = 1 fiir alle 1 <4 < n. Dann induziert diese
Permutation sowohl ein Perfektes Matching in G als auch einen positiven Beitrag fiir den Wert
der Permanente von A. a

Definition 2.3.7 Zu der Adjazenzmatrix A definieren wir die Variablenmatrix €' mit
Cij 1= QT4

in den Variablen z;;.

Nun kénnen wir analog zum Beweis von Lemma 2.3.6 auch einsehen, dafi die Anzahl von
Termen in det (C') genau dem Wert der Permanente perm (A) entspricht. Insbesondere gilt:

det (C') =0 <= G besitzt kein Perfektes Matching.

Definition 2.3.8 Sparsity
Sei P ein Polynom. Die Sparsity von P ist definiert als die Anzahl von Termen in P.
Ein Polynom @ heifit t-sparse, falls die Anzahl von Termen in @) kleiner gleich ¢ ist.

Hiermit gilt:
perm (A) = Sparsity (det (C')) = # Perfekter Matchings.

Diese Tatsache hat eine wichtige Auswirkung auf unser Problem. Falls die Permanente poly-
nomiell beschriankt ist, so ist auch die Anzahl der Terme in det (C') polynomiell beschréankt.
Damit kénnen wir das Entscheidungsproblem auf das folgende Problem transformieren.

Definition 2.3.9 Sparse Interpolationsproblem
Gegeben sei eine Black-Box fiir ein ¢t-sparses Polynom P(zq,...,2,) iiber Z. Ist P=07

Fiir unsere spitere Anwendung wird das {-sparse Polynom die ¢-sparse Determinante der Va-
riablenmatrix sein. Von Grigoriev und Karpinski stammt der folgende Algorithmus, der das
Sparse Interpolationsproblem lost.
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Algorithmus 2.3.10  ([GK 87])

Eingabe: Black-Box fiir t-sparses Polynom ¢(z1,...,2,).
Schritt 1: Konstruiere die ersten n Primzahlen pq,..., p,.
Schritt 2:  Berechne o; = q(pt, ..., p) fiir alle i = 0,...,¢ — 1.

g=0 fallsa; =0fiiralle 0 <<t

Ausgabe: { g% 0 sonst.

Satz 2.3.11 Der Algorithmus 2.3.10 arbeitet korrekt.

BeEwEIs:  Sei das t-sparse Polynom ¢ folgendermaflen dargestellt:
¢
qg= Z cxli(z1, ... 20)
k=1

wobei T} die Monome und ¢y, die zugehérigen Koeflizienten seien. Da sich verschiedene Monome
nicht gegenseitig wegheben konnen, ist ¢ genau dann = 0, wenn ¢ = 0 fiir 1 < k < ¢. Sei nun

Qk = Tk(ph .- 7pn)

der Wert des k-ten Monoms ausgewertet an der Stelle (py,...,p,), wobei p; die i-te Primzahl
sei. Aufgrund der Eindeutigkeit der Primzahlenzerlegung gilt

Qp = Qs

nur falls k& = k' ist. Somit ist der Wert Qj eine eindeutige Kodierung des k-ten Monoms von
g. Da €}, die Kodierung eines Monoms ist, gilt zusdtzlich fiir alle ¢ > 1

r=Te(pls .., ph).
Sei nun «; der Funktionswert von ¢ ausgewertet an der Stelle (pli7 .. .,p;)7 also
t .
ai:chﬁz fiir 0 <7 < t.

k=1

Dieses lineare Gleichungssystem 148t sich auch in Matrixform schreiben:
() () =(ai) 1<h<t0<i<t.

Die Matrix () ist eine sogenannte Vandermonde’sche Matrix. Eine Matrix dieser Art ist
genau dann reguldr, wenn alle €} paarweise verschieden sind. Genauer gilt:

det (2}) = TT (2 — ).
i>g'

Somit ist das Gleichungssystem eindeutig losbar. Falls fiir alle ¢ a; = 0 gilt, so ist die eindeutige
Lésung
¢, = 0 fiir alle k.
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Damit ist auch ¢ = 0. Es gilt also:
=0 < a; =0fiiralle 0 <7<t

a

Da die Berechnung von Determinanten in polynomieller Zeit und sogar in NC?(n*5) méglich
ist, haben wir somit einen NC-Algorithmus fiir das Entscheidungsproblem auf der Menge der
bipartiten Graphen mit polynomiell beschrinkter Permanente.

Satz 2.3.12  Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit perm (A) < cn*, wobei A die bipartite
Adjazenzmatrix ist. Dann liegt das Entscheidungsproblem, d.h. der Test, ob G ein Perfektes
Matching besitzt, in NC?(r**+4°logn).

Nun méchten wir uns dem Konstruktionsproblem zuwenden. Zunichst eine vorbereitende
Definition.

Definition 2.3.13 Erzeuger
Das Paar (7, j) heiit Erzeuger, falls ¢; ; = 1 und

perm (A(i]7)) # 0

gilt. In diesem Fall gibt es mindestens ein Perfektes Matching, welches die Kante (¢, j) benutzt.

Definition 2.3.14 Erzeugerzeile
Eine Zeile i, die mindestens zwei Erzeuger (¢,71) und (7, j2) enthilt, heifit Erzeugerzeile (row
generator).

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen wir einen Konstruktionsalgorithmus mittels der folgenden
Rekursion aufbauen:

o Falls keine Erzeugerzeile existiert, ist das Perfekte Matching in jeder Zeile eindeutig und
ist somit eindeutig bestimmt. Dieses Perfekte Matching kann dann leicht mit Hilfe von
Lemma 2.3.16 berechnet werden.

e lalls es mindestens eine Erzeugerzeile mit Erzeugern (7, j1) und (¢, j2) gibt, so kénnen
parallel die Matrizen

A(i]j1) und A(i|j2)

rekursiv weiteruntersucht werden. Diese Matrizen spiegeln den Graphen G; nach Entfer-
nen des entsprechenden Knotenpaares wieder. Ein gefundenes Perfektes Matching in G;
wird zu einem Perfekten Matching von G erweitert, indem die beiden Knoten ¢ und j;
bzw. jp mit der sie verbindenden Kante (¢, j1) bzw. (7, j2) hinzugenommen werden. Nun
ist die Summe der Perfekten Matchings in G;l und G;«Z) héchstens so grofi wie die Anzahl
der Perfekten Matchings in . Daher enthilt einer der beiden Graphen héchstens die
Hilfte der Perfekten Matchings von G

Es geniigt also eine logarithmische Rekursionstiefe bis ein eindeutiges Perfektes Matching ge-
funden ist. Da es hochstens O(n*) Perfekte Matchings gibt miissen insgesamt auch héchstens
O(n*) Entscheidungsprobleme geldst werden. Daher ergibt sich der folgende
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Satz 2.3.15  Falls perm (A) < enf ist, dann arbeitet der Konstruktionsalgorithmus korrekt
in NC?(n?+4510g n)

Lemma 2.3.16 Falls das Perfekte Matching eindeutig ist, kann es in NC? konstruiert
werden.

Beweris:  Falls das Perfekte Matching eindeutig ist, so enthélt die Determinante der Varia-
blenmatrix C' nur einen einzigen Term. Falls wir die Variablen mit Primzahlen belegen, ist
der Wert der Determinante ein Produkt von n dieser Primzahlen. Wir miissen also nur die
Determinante auf Teilbarkeit durch die eingesetzten Primzahlen iiberpriifen, um die richtigen
Kanten auszuwé&hlen, d.h.

pildet (C'(p1,...,pm)) < zugehdrige Kante gehort zum Perfekten Matching.

a

Nun wollen wir als letztes noch das Aufzdhlungsproblem angehen, d.h wir wollen alle Per-
fekten Matchings berechnen. Damit erschlagen wir auch das Berechnungsproblem.

Dazu verallgemeinern wir zunichst den Begriff des Erzeugers.

Definition 2.3.17  Aktive Menge
Eine Menge M = {a;,j,, @iyjps .-, @i, } mit a;, 5, = 1 fiir 1 <k < r heifit aktiv, falls es ein
Perfektes Matching gibt, welches alle Kanten aus M enthilt, d.h.

perm (A(i1]j1, %2, |72, - - - 2 ldr)) # 0

ist. Aktive Mengen sind also Teillésungen zu Perfekten Matchings.

Damit sind die einelementigen aktiven Mengen gerade Erzeuger und die n-elementigen aktiven
Mengen die Perfekten Matchings.

Wir wollen nun aus kleineren aktiven Mengen gréfiere aktive Mengen induktiv aufbauen. Der
Induktionsanfang besteht aus unseren Erzeugermengen. Diese sind mit Hilfe des Entscheidungs-
tests konstruierbar.

Der Induktionsschritt sieht wie folgt aus: Aktive Mengen der Kardinalitit 2™ wollen wir zu
aktiven Mengen der Kardinalitdt 27! zusammenfassen. Dadurch erhalten wir eine logarithmi-
sche Induktionstiefe. Der einfacheren Beschreibung halber sei die folgende Definition gedacht.

Definition 2.3.18  Mit S, s bezeichen wir die Menge aller Teillésungen der Grofie 2971, de-
ren Elemente (dies sind Erzeuger) aus den Zeilen 32°~1+1 bis (3+41)2°~! der Adjazenzmatrix
stammen, d.h.

Sa,p = {(j1, .- .7j2a—1)|052a—1+17]‘17 ey QB1)201 g ist aktiv}.
Da die Anzahl von Teillésungen nicht gréfler als die Anzahl von Perfekten Matchings sein kann,

folgt fiir alle o und f
S0 < en”.
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Satz 2.3.19 Falls perm (A) < en® ist, dann liegt das Aufzdhlungsproblem in
NC?(n?$+53log n).

BEwrkis:  Wir kdénnen aus zwei benachbarten Teillssungsmengen S, und S, gy1 die
Teillosungsmenge S,41,5 wie folgt konstruieren. Zunéchst ist

Tot1,5= {(u,v)u e Sap U E Sa7ﬁ+1}

eine Obermenge von S, g41 mit Kardinalitdt < ¢n?*. Die Menge T, 511 ist also eine Menge
moglicher Elemente fiir S, g4+1. Ob ein Element aus 7T, g4 wirklich zu S, g4+1 gehort, kann
leicht mit Hilfe des Entscheidungstest fiir die gestrichene Adjazenzmatrix iiberpriift werden.
Also werden zur Konstruktion der Menge S, g hochstens O(n**) Entscheidungstests benstigt.
Der Gesamtaufwand zur Konstruktion von S, 41 betrigt daher O(n*+4°logn) Prozessoren
und eine Parallelzeit von O(log?n). Da héchstens n dieser Mengen S, s parallel in einem
Rekursionsschritt erzeugt werden miissen und die Rekursionstiefe logarithmisch ist, liegt der

gesamte Algorithmus in NC3(n®**°° logn). O

2.3.2 Randomisiertes Perfektes Matching

In diesem Abschnitt werden wir nun versuchen, randomisierte Losungen fiir das allgemeine
Perfekt Matching Problem, d.h. ein allgemeingiiltiges Verfahren fiir beliebige Graphen G, zu
geben.

Das Entscheidungsproblem haben wir bereits gelost, indem wir den randomisierten Nulltest
fiir multivariate Polynome aus Algorithmus 1.6.31 angewandt auf die Determinante der Tut-
te’schen Matrix verwenden. Mittels Lemma 2.3.6 gilt ja, dafl die Determinante der Tutte’schen
Matrix genau dann identisch 0 ist, falls G kein Perfektes Matching besitzt.

Nun wollen wir das Konstruktionsproblem betrachten. Dazu brauchen wir jedoch einige
Vorbereitungen.

Definition 2.3.20 Gewichtssystem
Eine Gewichtssystem G5 ist ein Tripel (@, F, w), wobei

e () eine endliche Menge,
e [" eine Familie von Teilmenge aus @, d.h ' C P(Q) und

e w eine Gewichtsfunktion w: Q) — Z

sind.

Definition 2.3.21  Die Funktion @ : P(Q) — Z ist wie folgt definiert:

AuBerdem sei

min(Q, F,w) :={S € Flw(S) = min{w(5")|S" € F'}}.
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Wir nennen ein Gewichtssystem eindeutig, falls es unter den Mengen aus F' eine eindeutige
Menge S mit kleinstem Gewicht w(5) gibt, d.h.

min(Q, F,w) = {5).
Wir schreiben dann (falls S eindeutig)
S = min(Q, F, w).

Das folgende wichtige Lemma erm&glicht uns, einen randomisierten Algorithmus fiir das Perfekt
Matching Problem anzugeben.

Lemma 2.3.22 Gewichtslemma, Isolationslemma
Sei (@, F,w) ein Gewichtssystem mit |@Q] = n und w : @ — [1,...,2n] eine randomisierte
Funktion, die eine unabhingige Gleichverteilung induziert. Dann ist

Pr{(Q, I, w) ist eindeutig} > 1/2

Beweis:  Sei @ = {z,...,2,} und seien w(zy)...w(z,) unabhéngige und gleichverteilte
Zufallsvariablen mit Wertebereich [1,...,2n].

Seien fiir 1 <2< n
Wi = min{w(S)|S € Fyz; ¢ S} und
W, := min{w(S\ {z;})|S € F,z; € S}.

Damit sei

A=W — WL

Man beachte, dafl die Zufallsvariablen A; stochastisch unabhdngig von den Zufallsvariablen
w(z;) sind. Es konnen nun die folgenden Fille auftreten:

o falls VS € min(Q, F,w): z; ¢ S, dann ist A; < w(x;)
o falls VS € min(Q, F,w) : z; € S ist, so ist A; > w(z;)

o falls 35,.5" € min(Q, F, w) mit a; € S,a; ¢ S’, dann ist A; = w(x,).

Im letzten Fall, ndmlich falls A; = w(a;) fiir ein 1 <7 < n gilt, so ist das Gewichtssystem nicht
eindeutig, da zwei verschiedene gewichtsminimale Mengen sich um das Element x; unterschei-
den. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir kann folgendermafien abgeschitzt werden:

Pr{3i mit A; = w(z;)} < ZPr{Ai =w(x;)}.
=1
Da die Zufallsvariablen w(z;) unabhéngig von den A; sind, gilt nun

Priw(e) = A} = %

Also ist die Wahrscheinlichkeit, dafl das Gewichtssystem eindeutig ist, grofler gleich 1/2. O

Wir wollen dieses Lemma nun auf unser Perfekt Matching Problem anwenden. Es ergibt sich
also folgendes
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Korollar 2.3.23 Sei G = (V, E) ein Graph, |V| = n. Wir definieren das Gewichtssystem
GS = (E,PM,w) mit PM = {M C E|M ist Perfektes Matching in G} und w als randomi-
sierte Funktion w : £ — [1,...,2|F|]. Dann ergibt sich aus Lemma 2.3.22

Pr{(F, PM,w) ist eindeutig} > 1/2.

Mit Hilfe der randomisierten Funktion
w:FE—[1,...,2|E]

aus Korollar 2.3.23 kénnen wir nun eine gewichtete Adjazenzmatrix A = (a; ;) wie folgt kon-
struieren.

Definition 2.3.24  Seien w;; gleichverteilte Zufallsvariablen in [1,...,2|F|]. Dann sei die
randomisierte Adjazenzmatrix A durch Einsetzen der 2% in die Tutte’sche Matrix definiert:

QWi falls i < j und (¢,7) € F
a;; =<« —2"¢ falls¢>jund (7,j) € &
0 falls i = j oder (¢,j) ¢ E.

Mit Hilfe des Korollar 2.3.23 kénnen wir nun Aussagen {iber diese Matrix machen.

Lemma 2.3.25 Gegeben sei ein Graph G = (V, £) mit einer Gewichtsfunktion fiir die
Kanten. Diese Gewichtsfunktion w sei so gew&hlt, dafl das gewichtsminimale Perfekte Mat-

ching eindeutig ist. Falls wir eine geeignete randomisierte Gewichtsfunktion verwenden, ist die
Wahrscheinlichkeit hierfiir nach Korollar 2.3.23 > 1/2. Dann ist

det (4) #0
und fiir die grofite Zweierpotenz 2%, die det (A) teilt, gilt

a=2-min{w(M)|M € PM}.

BEwEIs:  Wir erinnern uns an die Definition der Determinante einer Matrix:

det (4) = Z sign (7) - value (7)  mit
TESH

value (7) = H Wi (i)

Dabei tragen nur solche Permutationen 7 zum Wert der Determinante bei, fiir die value (7) # 0,
fiir die Ve (7,7 (7)) € E gilt. Wir werden also nur die Permutationen betrachten, die einen
Wert zur Determinante beitragen. Ein solcher Wert ist dann immer eine Zweierpotenz, da
das Produkt von Zweierpotenzen wieder eine Zweierpotenz ist. Mit wpin bezeichnen wir das
minimale Gewicht eines Perfekten Matchings. Fiir eine Permutation 7 gibt es die folgenden
Mboglichkeiten.
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e Die Permutation 7 induziert ein Perfektes Matching.
In diesem Fall bildet @ : ¢ — 4,5 — ¢ ab, d.h. es entstehen nur 2-Zyklen. Bei der
Berechnung von value (7) trigt dieser 2-Zyklus mit dem Wert 2% (—2%is) = —22¥iu zq
Buche. Somit ist der Wert dieser Permutation

value (7) = (—1)"/22%7,

wobei w, die Summe der Gewichte der zu 7 gehdérenden Kanten entspricht. Falls «
das eindeutige gewichtsminimale Perfekte Matching darstellt, so ist w,; = 2wy, da die
Kanten von 7 doppelt gezdhlt werden. Fiir alle anderen Permutationen o ist w, > w, =
2Win und somit 2% immer ein gerades Vielfaches von 22Wmin,

e Die Permutation 7 enthilt keine ungeraden Zyklen.
Wir kénnen die geraden Zyklen in zwei Perfekte Matchings einteilen, indem wir in den
Zyklen alternierende Kanten betrachten. Wir spalten also diese Permutation in zwei Per-
fekte Matchings M; und Mj auf. Aufgrund der Eindeutigkeit eines minimalgewichteten
Matchings, kann hochstens eines dieser beiden Perfekten Matchings minimalgewichtig

sein. Damit ist
Wr oW +w 2Wmin
2Wm = QWM TUMy ~ 9 ,

und somit auch ein gerades Vielfaches von 2%¥min,

e Die Permutation enthilt auch ungerade Zyklen.
In diesem Fall betrachten wir neben 7© auch die Permutation o, die einen der ungera-
den Zyklen in umgekehrter Richtung durchlduft. Wir sehen leicht ein, daf§ value (7) =
—value (o) und sign (7) = sign (o) gilt, da ¢ aus # durch Anwenden einer geraden An-
zahl von Transpositionen hervorgeht. Damit heben sich diese beiden Permutationen in
der Determinante auf.

Insgesamt erhalten wir als Summanden in der Determinante nur gerade Vielfache von 2%¥min
und einen Summand von der Form (—1)"/222%min Daher ist

det (A) = (_1)n/222wmin + 2022wmin‘
Also ist det (4) # 0 und die hichste det (A) teilende Zweierpotenz ist 2% fiir & = 2wpin. O

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun einen randomisierten Algorithmus angeben, der zu
einem gegebenen Graphen ein Perfektes Matching konstruiert, falls ein solches existiert.

Algorithmus 2.3.26 Randomisiertes Perfektes Matching

Eingabe: G = (V,FE)

Schritt 1:  Konstruiere die Matrix A wie oben angegeben.

Schritt 2:  Berechne det (A) und adj (A) = ((—1)"*/det A(j|l))w

Schritt 3:  Finde die grofte Zahl w, so dafl 22 det (A) teilt. Dies ist das Gewicht des gewichts-
minimalen Perfekten Matchings.

Ausgabe: M = {(i,7)| det (A(j|i)) - 25 /22 ist ungerade}.

Satz 2.3.27 Die Menge M aus Algorithmus 2.3.26 ist das (minimale gewichtete) gesuchte
Perfekte Matching von G.
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BEwEls:  Wir méchten feststellen, ob die Kante (¢,7) zum gewichtsminimalen Perfekten
Matching gehort. Dazu betrachten wir alle Permutationen, die diese Kante beinhalten, d.h.
alle # mit 7 (7) = j. Diese Permutationen tragen

Df = Z sign (7)value (7) = 2" det (A(7]7))

mm(t)=7

zu det (A) bei. Offensichtlich gilt
det (A)=>"DI =5 Di
4 J

Fiir jeden Knoten 7 ist nur eine Kante (7, ) im Perfekten Matching. Daher miissen alle Per-
mutationen, die diese Kante nicht beinhalten, ein gerades Vielfaches von 22%min zu det (A)
beitragen. Also ist auch DF fiir k # j ein gerades Vielfaches von 2%Wmin,

Betrachten wir nun DJ. Nur ein Summand dieser Summe ist ein ungerades Vielfaches von
22wmin pnimlich gerade die Permutation zum gewichtsminimalen Perfekten Matching. Alle an-
deren Summanden sind wie oben gerade Vielfache von 2*min. Daher ist die Summe ein unge-
rades Vielfaches. Die Ausdriicke D! sind leicht zu berechnen, da adj(A) gegeben ist. O

Damit gilt nun folgendes
Korollar 2.3.28 Perfekt Matching € RDET.

Man beachte bei unserem Algorithmus jedoch den hohen Verbrauch an Zufallsinformation. Die
Anzahl der benutzten Zufallsbits betrigt n?log n.

Als néchstes wollen wir das Problem des Maximum Matchings l6sen, indem wir dieses auf das
Perfekt Matching Problem zuriickfiihren.

Satz 2.3.29 Maximum Matching <j-1 Perfekt Matching

Bewels:  Gegeben sei der Graph G = (V, E). In einem Maximum Matching von G ist die
Anzahl der nicht saturierten Knoten minimal. Daher konstruieren wir zu dem Graphen G die
Graphenfamilie Gy = (Vi, F) mit G O G und suchen unter diesen Graphen den minimalen
Graphen, der ein Perfektes Matching besitzt. Dieses Perfekte Matching in G korrespondiert
dann zu einem Maximum Matching in (. Die Konstruktion der Graphen sieht nun wie folgt
aus:

Vi=VU{wy,...,wi}
Ey=FEU{(v,w)lveV,1<i<k}

Dabei konstruieren wir nur die Graphen GGy, mit gerader Knotenmenge, da sonst kein Perfektes
Matching moglich ist. Wenn G, ein Perfektes Matching besitzt, so besitzen auch alle GG; mit
¢ > k ein Perfektes Matching. Unter allen diesen Graphen Gy, die ein Perfektes Matching
besitzen (Entscheidungstest), suchen wir mit Hilfe der bindren Suche den kleinsten Graphen .
Zu diesem kleinsten Graphen G} konstruieren wir nun ein Perfektes Matching. Dieses Perfekte
Matching eingeschrinkt auf (¢ ist nun ein Maximum Matching, da die Anzahl der Kanten, die
mit Knoten der Form w; verbunden sind, in G kleinstméglich war. a

Als nichstes wollen wir das Max-Flow Problem mit unir dargestellten Gewichten auf Perfect
Matching reduzieren. Dazu zunichst einige Definitionen.
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Definition 2.3.30 Transport-Netzwerk

Ein Transport-Netzwerk ist eine endlicher gerichteter Graph 7' = (V, E,s,t) mit s € V als
Quelle (source) und ¢ € V als Senke (sink). Der Eingangsgrad von s und der Ausgangsgrad
von ¢t seien ohne Einschrinkung 0. Ein Flufl von T ist eine Funktion f: F — IN, so daf§

Yo e V\ {s,t} Zf(u,v) = Z:f(v,u)7

d.h. fiir alle Knoten gilt das Kirchhoft’sche Gesetz.

Definition 2.3.31 Transport-Netzwerk mit Kapazititen
Ein Transport-Netzwerk mit Kapazitdten (TNC) ist ein Tupel

C=(V,E,s,t,c),

wobei (V, E s,t) ein Transport-Netzwerk und ¢ : £ — IN eine Kapazitdtsfunktion sind. Ein
Fluf} in einem TNC ist ein Fluf in einem Transport-Netzwerk, fiir den zusitzlich

0< flu,v) < e(u,v)
gilt. Der Wert eines solchen Flufies ist dann

U(Cv f) = Zf(svv)'

Definition 2.3.32 Max-Flow Problem
Gesucht ist f mit v(e, f) = maxy v(e, f').

Insbesondere werden wir nun das 0-1 Max-Flow Problem betrachten, in der jede Kante die
Kapazitdt 1 oder 0 hat. (Im Falle der Kapazitdt 0 kann die Kante auch weggelassen werden.)

Satz 2.3.33 0-1 Max-Flow <pg1 Perfekt Matching.

BeEweris:  Sei €' das Transport-Netzwerk. Wir gehen analog zum Beweis von Satz 2.3.29 vor.
Ein System kantendisjunkter Wege von s nach ¢ induziert einen 0-1 Fluf in C, da jeder dieser
Wege zum maximalen Fluf§ beitrdgt. Die Anzahl dieser maximalen kantendisjunkten Wege
und damit auch der Wert fiir den Max-Flow kann durch m = |F]| abgeschétzt werden. Wir
konstruieren jetzt eine Familie ungerichteter Hilfsgraphen {H}} wie folgt:

V(Hy) = {s1,....ss} U{(e;1)|e € E}U{(e,2)|e € EYU {t1, ... 1}

E(Hy) = {(si,(e,1)))|Fv mit e = (s,v) und alle 1 <7 <k}

U{((e, 1), (e,2))e € E}U{((e, 1), (f,2))[en f # O}
U{((e,2),%;)|Fv mit e = (v,¢) und alle 1 <7 < k}.

Aus einem Perfekten Matching in Hj kénnen wir nun ein maximales System von s-t Wegen
wie folgt konstruieren
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In dem Perfekten Matching von Hj wird jeder Knoten der Form s; mit einem Knoten (e, 1)
verbunden. Daher kann der zugehérige Zwillingsknoten (e, 2) nicht mit (e, 1), sondern er muf
mit einem Knoten (f, 1) verbunden sein. Dabei sind die Kanten e und f in C adjazent, d.h. sie
haben einen gemeinsamen Knoten. Mit (f, 1) fahren wir jetzt sofort, bis der letzte Zwillingskno-
ten mit ¢; verbunden ist. Auf diese Weise ordnen wir jedem s; einen Pfad s;, (e, 1), (f,1),...,;
in C' zu. Aufgrund der Matching-Eigenschaft sind alle diese Pfade disjunkt. Das Perfekte Mat-
ching in Hj induziert also ein k-Wegesystem in . Daher testen wir parallel jeden Graphen
Hj, auf die Existenz eines Perfekten Matchings.

Nun brauchen wir mittels bindrer Suche nur noch den gréfiten Graphen zu suchen, der ein Per-
fektes Matching besitzt, ein Perfektes Matching zu konstruieren und dann den entsprechenden
Max-Flow auszugeben. a

Als Korollar ergibt sich
Korollar 2.3.34 Unary Max-Flow <y Perfekt Matching.

BEwEIs:  Man betrachte den Multigraphen G’, der dadurch entsteht, dafl eine Kante mit
Kapazitdt k in G' durch k Kanten mit Kapazitidt 1 ersetzt wird. a

Man beachte jedoch, dafi das Binary Max-Flow Problem P-vollstindig ist.

Damit gilt nun folgender zusammenfassender

Satz 2.3.35 Es gilt

Unary-Max-Flow

Maximum Matching } <y Perfekt Matching <ppyei DET.

Mit Hilfe der PNG-Hypothese gilt dann auch

Satz 2.3.36  Falls die PNG-Hypothese (siche Definition 1.6.41) gilt

Perfekt Matching
Maximum Matching » € ﬂ DSPACE (n°).
Unary Max-Flow e>0

BEwEIs:  Mittels Satz 1.6.43. O

2.4 Interpolation in endlichen Koérpern

Im vorigen Abschnitt haben wir einen Algorithmus kennengelernt, der sparse multivariate Po-
lynome iiber ZZ auf Null testet. Nun wollen wir diesen Nulltest auf multivariate Polynome iiber
endlichen Korpern erweitern. Dies ist ein schwierigeres Problem, da die Anzahl der Elemente
und somit die relative Anzahl von Nullstellen gréfier ist. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, eine
Nullstelle eines Polynoms zu treffen, hoch und hat damit nicht soviel Aussagekraft. Aulerdem
ist jede Funktion iiber einem endlichen Korper durch ein Polynom darstellbar. Fiir den Fall
GF(2) hatten wir dies mit Hilfe des Satzes 1.4.7 gesehen.
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2.4.1 Interpolation in GF(2)

Im weiteren werden wir auch nur den Fall des Kérpers GF(2) mit zwei Elementen betrachten.

Im Fall, dal nur Polynome mit beschrankter Anzahl von Monomen betrachtet wurden, erhielten
wir im Fall ZZ einen polynomiellen Algorithmus, im Fall einer Gradbeschrinkung erhielten wir
jedoch nur einen probabilistischen Algorithmus. Eine Gradbeschrinkung bei Polynomen iiber
endlichen Kérpern GF(2) ist jedoch nicht sinnvoll, da in GF(g) die Gleichheit

i =z

gilt. Somit ist jedes Polynom in GF(g) als Funktion &quivalent zu einem gradbeschrinkten
Polynom.

Aus diesem Grunde werden wir nur den ersten Fall t-sparser Polynome betrachten. Wir bezei-
chen dieses Problem mit [Pgp2(n,t).

Definition 2.4.1  Mit GF(2),[z1, ..., z,] bezeichnen wir die Menge der t-sparsen Polynome

in den Variablen z4,..., x,, die nicht identisch 0 sind.
Wir suchen jetzt Testmengen, mit Hilfe derer wir alle Polynome aus GF(2),[z1,...,2,] vom
Nullpolynom trennen kénnen, d.h fiir jedes Polynom p aus GF(2),[x1,...,2,] existiert eine

Zeuge z in der Testmenge mit p(z) # 0. Die Menge aller dieser Testmengen sei mit S(n,t)
bezeichnet:

S(n,t) ={X C{0,1}"|Vf € GF(2),[x1,...,2,] 2 € X mit f(x) # 0}.

Um zu entscheiden, ob ein t-sparses Polynom p identisch dem Nullpolynom ist, reicht es nun
aus, alle Elemente aus einer dieser Testmengen in das t-sparse Polynom p einzusetzen. Daher
interessieren wir uns fiir eine minimale Gréfle einer solchen Testmenge, um eine untere Schranke
fiir das Entscheidungsproblem zu erhalten. Diese untere Schranke sei mit d(n,t) bezeichnet:

d(n,t) = min{|X||X € S(n,t)}

Wir wollen nun ein solches minimales X konstruieren. Zuerst geben wir eine untere Schranke

fiir die Grofie der X.

Satz 2.4.2  Zu N C {l,...,n} sei ¢ = (af’,...,a) durch
¥ =0 ieN

definiert. Dann enthilt jedes X € S(n,t) alle ™ mit |[N| < |logt|, d.h. alle Vektoren, die
hochstens |logt| viele 0-en enthalten. Damit kann die Gréie von X durch

Logt) 7
Rep= ; ( . )
abgeschitzt werden und folglich ist

[logt]
d(n,t) > Z ( 7; ) = Q(nlogt)‘

=0



2.4. INTERPOLATION IN ENDLICHEN KORPERN 87

BEwEgls:  Fiir jede Menge N C {1,...,n} mit |[N| < [logt| definieren wir das Polynom
Py = /\ (962@1) /\ Z;.
iEN i@N
Py hat die folgenden Eigenschaften:

1. Py hat 2U°stl < ¢ Monome und ist somit t-sparse.

2. Py(x) =1 genau dann wenn z = a™.

Daher muf fiir jedes N C {1,...n} mit den obigen Eigenschaften, der Vektor ¢’V in X enthalten
sein. a

Wir haben nun eine untere Schranke fiir die Gréfie von Testmengen bekommen, indem wir
eine Teilmenge jeder Testmenge konstruiert haben. Wir wollen nun eine obere Schranke fiir die
Grofle der kleinsten Testmenge angeben. Als Vorbereitung dient das folgende

Lemma 2.4.3  Decomposition Lemma ([CDGK 88])
Sei n = ny + ng und X (n;,t;) € S(ng, ;) fir ¢ = 1,2. Dann ist

U X(nl,tl) X X(n27t2) € S(n,t)

o<t

eine Testmenge aus S(n,t).

BewEls:  Betrachten wir 0 # f € GF(2),[%1,...,2,] als ein Polynom in den Unbekannten
Ty 41, - - -, & mit Koeffizientenpolynomen in GF(2)[zq,...,2,,]. Die Anzahl von Termen sei
to < t. Dann hat mindestens eines der ¢, Koeffizientenpolynome héchstens t; = [t/t3] viele Ter-
me. Dieses Koeffizientenpolynom ¢ # 0 kann nun mit Hilfe von X (nq,¢;) vom Nullpolynom un-
terschieden werden, d.h. 3a(™) € X (ny, ;) mit g(aV)) # 0. Daher ist auch f(a™), 2, 11,...,2,)
ein nichtidentisch verschwindendes t;-sparses Polynom in ny Unbestimmten. Daher finden wir
a® € X (ng, ty) mit f(a®, a?)) £ 0. o

Wiederholtes Anwenden dieses Lemmas liefert das folgende

Korollar 2.4.4  Fiir jede Partition # = (7q,...,7) von n (d.h. > 7 =n ) gilt

U X(m,tl)X---XX(ﬂs,ts)ES(mt).

tyotoets <t
Wir wenden dieses Korollar nun fiir # = (1,...,1) an. Damit ¢; - t3 - ... ¢, < ¢ gilt, darf
(t1,...,t,) hochstens |logt] 2en enthalten, die restlichen ¢; sind 1. Die Testmengen, aus denen

unsere Testmenge X (n,t) aufgebaut ist, sind
X(1,2)={0,1} und X(1,1) = {1}.

Damit besteht die Menge X (n,t) aus allen Vektoren z € {0,1}" mit héchstens [logt]| vielen
Nullen. Dies ist gerade die Menge, die in Satz 2.4.2 konstruiert wurde. Daher ist diese Teilmenge
jeder Testmenge selber eine Testmenge, und daher die kleinste. Die obere und untere Schranke
fallen zusammen und damit gilt

d(n,t) = ©(n'°s"),
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Die Groéfe einer minimalen Testmenge ist superpolynomiell. Es gibt daher keinen determini-
stischen Algorithmus, der ein ¢-sparses Polynom {iber GF(2) mit n Variablen durch Einsetzen
von Werten aus GF(2)" in polynomieller Zeit vom Nullpolynom unterscheiden kann. Da das
Entscheidungsproblem aber trivialerweise nichtdeterministisch in polynomieller Zeit l6sbar ist
ergibt sich folgendes

Korollar 2.4.5 Falls das t-sparse Polynom als Black-Box gegeben ist, so ist

€ Black-Box NP

IPGra(n,t) ¢ Black-Box P.

Also ist
Black-Box NP # Black-Box P.

Auch fiir t-sparse Polynome iiber GF(q) erhalten wir eine solche untere Schranke fiir die Grofie
einer minimalen Testmenge. Daher werden wir zu Kérpeerweiterungen iibergehen, um effiziente
Algorithmen zu bekommen. Die hier verwendete Theorie kann z.B. in [LN 86] nachgelesen
werden.

2.4.2 Interpolationsalgorithmus von Clausen, Grabmeier und Karpinski

In diesem Abschnitt wird der von Clausen, Grabmeier und Karpinski [CGK 87] entwickelte
Interpolationsalgorithmus fiir ein ¢-sparses Polynom vorgestellt.

Dieser Algorithmus bendtigt lediglich linear in ¢ viele Auswertungspunkte, arbeitet jedoch in
der grofien Korpererweiterung GF(¢") von GF(g). Diese Korpererweiterung ist zu méchtig, um
einen Algorithmus zu erhalten, der noch in NC liegt.

Falls die Auswertungen sehr teuer sind, d.h. die Komplexitdt in der Anzahl der Auswertungs-
stellen gemessen wird, oder die Arithmetik in GF(¢") gegeben ist, so ist dieser Algorithmus
allen anderen bekannten Algorithmen vorzuziehen.

Um Monome zu trennen, haben Grigoriev und Karpinski [GK 87] sich die Eindeutigkeit der
Primzahlzerlegung zunutze gemacht und Monome an den Punkten (pj,...,p. ;) ausgewertet,
wobei die p;’s paarweise verschiedene Primzahlen sind. Verschiedene Monome liefern an diesen
Punkten verschiedene Werte.

In [CGK 87] wird diese Idee auf den endlichen Fall (Polynome iiber GF(gq) in n Variablen)
iibertragen, indem zum einen Monome durch die ¢-adische Darstellung ihres Exponenten re-
prasentiert werden, zum anderen die Eindeutigkeit des diskreten Logorithmus zur Basis eines
primitiven Elementes w aus GF(¢") genutzt wird. Monome werden dann durch die Punkte
(wiqo,wiql, .. .,wiqn_l) getrennt.

Satz 2.4.6 Sei f € GF(q)[x1,...,2,] ein t-sparses Polynom, ¢ > 2 mit deg,, (f) < ¢ fiir

1 < j < n und w ein primitives Element aus GF(¢"). Sei f; := f(wiqo,wiql, . .,wiqn_l) fiir
0<i<t—1undgq fifiri>0.
Dann gilt:

f=0 = f(0,...,0)=0und f; =0fiir0<¢<t—1undgq fifiiri>0.
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Fiir t = 1 gilt:
f=0<= f(1,---,1)=0.

BeEweEkis:  Der Fall ¢ = 1 ist trivial, sei also t > 2.
Sei q" :={0,...,q— 1}{1""’”} eine Menge von Multiindices. f ist dann eine Linearkombination

der ¢ Monome 2% := (" - ... 20"

f= Z cqr”
aeq™
Sei f(0,...,0) = c(,...0) = 0, sonst ist f # 0.
Betrachte die Abbildung € : q™ \ {(0,...,0)} — GF(¢") \ {0} definiert durch

n—1

n—1 (Z avg”)
Qo) :=Q, = H Wl = v=0

v=0
Da w ein primitives Element aus GF(¢") ist, ist aufgrund der Eindeutigkeit der g-adischen
Darstellung fiir Elemente aus GF(¢") die Abbildung € bijektiv. Verschiedenen Monomen wer-
den also mittels € verschiedene Werte aus GF(¢") zugewiesen.
[ ist t-sparse, also sind von den Koeflizienten von f hochstens ¢ von Null verschieden. Sei
supp(f) := {a | co # 0} der Triger von f. Dann gilt |supp(f)| =: k <.
Sei A ={a(® ... alt=} cine k-elementige Teilmenge von q”\ {(0,...,0)} mit supp(f) C A.

Da ¢(q,....0) = 0 gilt:
f= Z Ccox® = Z oz

aeq™ aEA
also gilt fiir alle 0 <1< k<t
i 0 i 1 i n—1
fi = f(wq7wq7"'7wq )
- Z Ca Lol L ommrig T
aEA
n—1

— E Ca.w v=0

aEA

= ZCQ-Q;

a€A
Hieraus ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem:

(Qla) 0<i<k (Ca)aeA = (fi)0§i<k . (2.1)

aEA
=V

Da 2 eine bijektive Abbildung ist, gilt Q, # Qg fiir a # 3. Dann ist V eine Vandermonde’sche
Matrix, also nichtsinguldr, damit ist das lineare Gleichungssystem (2.1) eindeutig losbar. Es
gilt also:

=0 = (ca)oca=0 = (fiocick =0

Es ist nur noch zu zeigen, daf die f; mit ¢ [ nicht benétigt werden.
Betrachte dazu den Frobenius Automorphismus y — y? in GF(¢"). Es gilt

fiq=(f)? firallei< g™ | denn
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fiq = Z Co - QU1

aEA

= Z ¢ Qi1 dader Fr. Aut. Elemente aus GF(q) fixiert
aEA

= D (ca- Q)"
aEA

= (Z o - Q)7 Homomorphismus-Eigenschaft
aEA

= ().

Sei nun ¢ = j-q also ¢|¢ und ¢ [ j. Dann ist f; = (f;)9, also kénnen die fehlenden f; berechnet
werden. a

Die Eigenschaft, daf§ mit Hilfe der Abbildung €2 die Monome eines Polynoms f separiert wer-
den, kann auch zur Rekonstruktion von f benutzt werden. Als weitere Technik werden die
Newton’sche Identititen verwendet.

Satz 2.4.7  Sei f € GF(g)[x1,...,,] ein t-sparses Polynom mit deg,, (f) < ¢fir1 <j <n
und w ein primitives Element aus GF(¢"). Um f zu rekonstruieren, reicht es aus die Werte
fi = f(wlqo,wlql, .. .,wlqn_l) fiir 0 < ¢ < 2tund ¢ fifiir ¢ > 0 und f(0,...,0) zu kennen.

Bewegrs:  Es wird die Notation aus Satz 2.4.6 benutzt.
Man kann annehmen, dafi f(0,...,0) = ¢q,..0) = 0, andernfalls wird f — f(0,...,0) rekon-
struiert. Dann kann f dargestellt werden durch

f= Z T = Z T

aeq” a€eq\{(0,..,0)}

Sei A = {ag,..., o} eine beliebige Teilmenge von q" \ {(0,...,0)} und €;(A4),0 < ¢ < [ die
Auswertung des i-ten elementaren symmetrischen Polynomsin |A| Unbestimmten an der Stelle

(24)aea (dies ist wohldefiniert, da {(0,...,0)} ¢ A); d.h.

60(A) = 1

e1(A) Qop + Loy + ...+ Qq,

62(14) = an'Qal—l_QOzo'QOQ—I_---—I_QQO'QQZ—I_
N o SN EUEY o JNNY ¢ SN ENNEY o SURE 0

e(A) = Quy Doy v ..

1

Q.

14

Sei

Aw) = T (e = Q) € GF(g")[s].
peA

Nach der Newton’schen Formel (s. [LN 86]) gilt damit:

4]

Afe) =D (=) ey (A) a7
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Die Nullstellen dieses Polynoms sind (24)aeca. Das fiihrt zu den verallgemeinerten New-
ton’schen Identitaten:

Diese Gleichungen werden fiir festes 4,0 < i < ¢ mit ¢, - Q) multipliziert, und dann fiir alle
o € A aufaddiert:

|4
D0 o = DD N(A) e QL
aEA acA j=0
4] .
0 = D> NA) D QT
7=0 aEA
|4

0 = > XA figs -
7=0

Da A4 = eo(A) = 1 ist, gilt

|A]-1
SoXNA) - firi = =Ny S
7=0

= —fiya] fiir alle 0 <7 < |A]

Es ergibt sich also das folgende lineare Gleichungssystem:

Uitidogijetar Ci(ogsaa = (~Fivia) iy (2:2)

Betrachte die Matrix (fi+;j)o<; i<|af*

fi= Y e 9 = 30,0

aEA aEA

= (fi+j)o§¢7]‘<|A| = (Qé)igiqm "Dy - (Q]a) 0<i<|Al|

acA aEA

mit Dy = diag ((ca)aeca)-

Damit ist der Rang von (fi+1)0§i,j<|A| =rg(D4) = |supp(f)| =1k < t.

Fiir A = supp(f) ist dann (fiy;)oc; ;o) nichtsinguldr.

Dann kann das lineare Gleichungssystem (2.2) eindeutig gelost werden und man erhilt die
Koeffizienten

Aj(supp(f)), 0 < j <k des Polynoms A(z)= H (z —Qp).
ﬁEsuPP(f)

Die Bestimmung der Nullstellen dieses Polynoms liefert (QQ)QESupp(f). Da Q bijektiv ist, kann
hieraus supp(f) bestimmt werden.

Desweiteren ist durch die Kenntnis der Nullstellen auch die Matrix V des Gleichungssystems
(2.1) bekannt, also kénnen die Koeffizienten (ca)qesupp(s) von f berechnet werden.
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Damit ist f vollstindig rekonstruiert.

Wie im Beweis von Satz 2.4.6 gezeigt wurde, folgt aus den Figenschaften des Frobenius-
Automorphismus, daf§ die Werte f; mit ¢| ¢ aus den bekannten Werten f; mit ¢ fj berechnet
werden kdnnen.

21

Insgesamt werden also 1 +¢ — | . Auswertungen benétigt. a

Zur Interpolation eines t-sparsen Polynoms f € GF(q)[o, ..., %,—1] mit deg, (f) < ¢ fiir alle
j ergibt sich aus Satz 2.4.6 und Satz 2.4.7 der folgende Algorithmus:

Algorithmus 2.4.8  Interpolationsalgorithmus [CGK 87]
Fingabe: Orakel fiir f

Schritt 1:  Bestimme ein primitives Element w in GF(¢")

Schritt 2:  Befrage das Orakel fiir die 1 +¢ — L%J Werte von f(0,...,0) und

fi = f(wiqo,wiql, .. .,wiqn_l) fiir 0 <4 < 2t und ¢ fi fiir i > 0.
Falls das konstante Glied f(0,...,0) # 0 wird f — f(0,...,0) interpoliert.
Schritt 3:  Berechne die fehlenden f;, also mit ¢ = ¢°-2g, 1 < s, s maximal, ergibt sich f; = fZ%S

Schritt 4: Bestimme k = rg ((fi+j)o<i,j<t)

Schritt 5:  Lose das lineare Gleichungssystem
(firidocijar - Aidogjar = (= firk)o<ich

Schritt 6:  Bestimme alle Wurzeln des Polynoms
k—1 ]
A(z) :xk—l—zx\j-wf
=0

Damit erhdlt man (Q2a)aesupp(f)-
Schritt 7: Berechne « aus ©, um supp(f) zu erhalten

Schritt 8:  Lose das lineare Gleichungssystem

(Qloz) o<i<k (Coé)aeA = (fi)0§i<k

aEA

Damit erhélt man (¢4 )aesupp(s)
Ausgabe: (ca,oe)aesupp(f)
Es ist natiirlich nur dann sinnvoll diesen Algorithmus anzuwenden, wenn 2t < ¢”, anderenfalls

benstigt man lediglich ¢" Auswertungen f(a()),-..f(a(n-1)) um die triviale Interpolation
durch die Losung des linearen Gleichungssystems

(f(a(i))OSan = (a?i)) Oféégzn : (Ca)aeqn
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durchzufiihren.

Sei ein primitives Element w € GF(¢") gegeben. Nach [Mu 87] lassen sich die Schritte 4,
5, 7, 8, in denen der Rang bzw. die Inverse einer ¢ x t-Matrix berechnet wird, mit O(t*5)
Prozessoren in O(log?t) Parallelzeit durchfiihren. Die gleichen GréSenordnungen ergeben sich
fiir die Faktorisierung des univarianten Polynoms in Schritt 6, wenn der Algorithmus verwendet
wird, der in [Ga 84] vorgeschlagen wird. Damit gilt:

Satz 2.4.9  Der Interpolationsalgorithmus [CGK 87] ist NC -reduzierbar auf die Berechnung
diskreter Logarithmen in GF(¢").

Satz 2.4.10 Der Interpolationsalgorithmus [CGK 87] ist, bzgl. der Anzahl der Auswer-
tungsstellen, fiir univariante Polynome optimal.

BEwWEIs:  Zu betrachten ist der Fall n = 1 und 2¢ < ¢. Sei A eine beliebige Teilmenge von

GF(¢) mit héchstens 2t Elementen. Dann ist 0 # h := [](z — a) € GF(g)[z] ein Polynom

a€A
vom Grad héchstens 2t < ¢ und mit héchstens 2¢ Monomen, h besitzt also eine Darstellung

der Form f — ¢ mit f,g¢ t-sparse. Da h in A verschwindet, nehmen f und ¢ in A dieselben
Werte ein. Also ist A nicht geeignet, um t-sparse Polynome zu rekonstruieren. O

2.4.3 Interpolationsalgorithmus von Grigoriev, Karpinski und Singer

In diesem Abschnitt soll der erste NC-Algorithmus zur Interpolation von sparsen Polynomen
in endlichen Kérpern von Grigoriev, Karpinski und Singer [GKS 88] vorgestellt werden.

Der Algorithmus [CGK 87] bendtigt die Berechnung diskreter Logarithmen in GF(¢"). Zur Zeit
sind hierfiir jedoch noch keine effizienten Algorithmen bekannt. Um einen NC-Algorithmus zu
entwickeln, miissen also kleinere Grade der Korpererweiterung von GF(g) betrachtet werden,
so dafl die Arithmetik in dieser Kérpererweiterung in NCliegt, jedoch die Anzahl der Auswer-
tungsstellen noch polynomiell beschrdnkt ist.

Die erste kanonische Uberlegung ist, keine Kérpererweiterung von GF(q) zu benutzen, also in
GF(q) zu bleiben. Es 148t sich jedoch zeigen (siche [CDGK 88]), daf die benétigte Anzahl von
Auswertungsstellen, um den Nulltest in GF(q) durchzufiihren, nicht polynomiell beschrinkt
ist. Damit kann es auch keinen Interpolationsalgorithmus in GF(q) geben, der in polynomieller
Zeit arbeitet.

In [GKS 88] wird gezeigt, dafl schon eine Erweiterung von logarithmischem Grad geniigt, um
zum einen noch efliziente Arithmetik durchfithren zu kénnen, zum anderen diese Erweiterung
noch hinreichend viele Elemente besitzt, um mit polynomiell vielen Auswertungsstellen das
gesuchte Polynom zu rekonstruieren. Da NC-Interpolation in GF(¢) nicht méglich ist, ist diese
geringfiigige Erweiterung die kleinstmégliche Erweiterung.

Genauer gilt:

Satz 2.4.11 Sei f € GF(¢)[1, ..., 2,] ein t-sparses Polynom, ¢ beliebig. Dann existiert ein
deterministischer paralleler Algorithmus (NC?) um f iiber der geringfiigigen Kérpererweite-
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rung GF(¢[*1°8")+31) durch (O(¢gnt®)) Anfragen zu interpolieren. Der Algorithmus liuft in
O(log®(ntq)) Parallelzeit und benstigt O(n%t8¢>log®®(ntq) + ¢*° - log? q) Prozessoren.

Im Algorithmus [CGK 87] ergibt sich das Problem, die Auswertungsstellen so zu bestimmen,
dafl verschiedene Monome an den Auswertungsstellen unterschiedliche Werte annehmen, um
dadurch die Monome unterscheiden zu kénnen.

Dieses Problem wird durch Ausnutzung der Eindeutigkeit der ¢-adischen Darstellung und der
Eindeutigkeit des diskreten Logarithmus geldst. Dadurch gelangt man in den Korper GF(¢™);
man bendtigt jedoch sehr wenige Auswertungsstellen.

Die Idee in [GKS 88] besteht darin, eine grofiere Anzahl von Auswertungsstellen zuzulassen,
die zwar nicht alle die Eigenschaft besitzen, dafl sie verschiedene Monome trennen, jedoch
werden sie so konstruiert, dafl noch geniigend viele von ihnen diese Eigenschaft besitzen, um
das Polynom effizient rekonstruieren zu kénnen. Um der Menge der Auswertungsstellen diese
Eigenschaft zusichern zu kénnen, werden sie mit Hilfe von Cauchymatrizen definiert.

Definition 2.4.12 Cauchymatrix
Seien z;,y; fiir 1 <4, 5 < N feste Werte. Eine (N x N)-Matrix C' = (¢45)1<i j<n heiBt Cauchy-
matriz, falls

1
Cij = ——— firalle 1 <¢,j <N
Ti+Y;
gilt.
Lemma 2.4.13 Determinante einer Cauchymatrix

Sei €' eine Cauchymatrix. Dann gilt:

Iicicien (@ — i) - (y; — vi)

det ¢ =
[Ti<ijen (@it yi)

Eine &hnliche Formel gilt auch fiir jeden nichtverschwindenden Minor von C'.

Im folgenden wird eine Cauchymatrix C' benutzt, die durch ¢;; := % mod p fir 1 <4, 5 < N
mit p prim definiert ist. Falls 2N < p, so sind nach Lemma 2.4.13 C' und alle Minoren von C

nichtsingulér.

Der Algorithmus [GKS 88] besteht aus zwei Hauptteilen:

1. Effizienter Nulltest von Polynomen aus GF(q)[z1,...,2,] in der Kérpererweiterung

GF(q [2log,(nt)+3] ).

2. Losung des Interpolationsproblems durch induktive Aufzihlung von Teillssungen fiir Teil-
monome und Koeflizienten durch rekursive Anwendung des obigen Nulltests.

Es wird davon ausgegangen, dafi das Orakel in der Lage ist, Funktionswerte von f zu liefern,
die in einer beliebigen Korpererweiterung GF(¢°) ausgewertet worden sind. Der Test, ob ein
Polynom f € GF(q)[z1,...,2,] identisch dem Nullpolynom ist, hat dann die folgende Gestalt.

Algorithmus 2.4.14  Nulltest [GKS 88]



2.4. INTERPOLATION IN ENDLICHEN KORPERN 95

Fingabe: Black-Box fiir f € GF(¢°)[21,...,z,], t-sparse, s beliebig

) Yes falls f=0
Ausgabe: { No falls f %0

Schritt 1:  Bestimme s so, da ¢* — 1 > 4gn - (n — 1) - (}) mit s ist minimal.

Schritt 2:  Konstruiere den Kérper GF(¢®) aus GF(¢) und s. Bestimme ein primitives Element
w aus GF(q*).

Schritt 3: N = [%} Bestimme mit Hilfe des Siebes von Erastosthenes eine Primzahl p mit
2N <p< 4N

Schritt 4: Bestimme ¢;; := % mod p fiir 1 <4,57 < N durch den Euklidischen Algorithmus.
Sei €' = (¢ij)i<ij<n

Schritt 5: Sei C' = (¢;;) eine beliebige (N x n)-Teilmatrix von C.
Schritt 6:  Werte die Black-Box in GF(¢®) an den Punkten
whei = (wl'a"l,wl'é"z’, .. .,wl'é"") firi=1,...,N,[=0,...;t—1

und bei (0,...,0) aus. Wenn alle Auswertungen Null ergeben, so ist f = 0.
Satz 2.4.15  Der Nulltest [GKS 88] ist korrekt.

BEwEIs:  Sei f(0,...,0) = €(o,...0) = 0, sonst ist f # 0. Es ist folgendes nachzuweisen:
f#£0 <= 30<I<t,1<i<N: fw)#£0.

Sei q" wie im Beweis von Satz 2.4.6 definiert. f ist dann eine Linearkombination der ¢™ — 1

Monome z® := "' - ... 20"
f= Z o™ .
aeq™\{(0,...,0)}
H I _ / / " _ 1" 1" . — (A .
Sei o/ = (af,...,al), " =(of,...;a) und ¢ = (¢;,,...,¢,).

Zunichst soll die oben erwdhnte Eigenschaft der Auswertungsstellen nachgewiesen werden,
d.h. es wird gezeigt, daB es fiir jedes beliebige Paar von Monomen 2 und 2°” mit o/ # o”
einen Punkt aus der Menge der Auswertungsstellen gibt, an dem sich die beiden Monome
unterscheiden. Das bedeutet, dafl es eine Reihe ¢; aus der Matrix C' gibt, so dafi die Monome

22 und 22" an der Stelle w% unterschiedliche Werte annehmen. Sei

n

O aiay)
Qui=a%,e =w 7! .
Es soll gezeigt werden:

J1<i<N: Qu; # Qon, fiir beliebige o # o

Eine Reihe ¢; aus der Matrix C' soll schlecht fiir o/ # o' heiien, wenn ¢; die Monome 2% und

"o,
" nicht trennt, also wenn Q,/; = Q. ;.
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Schlechte ¢; konnen folgendermafien charakterisiert werden: .,/ ; = Q. ; ist dquivalent zu
W = %" Da w ein primitives Element aus GF(¢°) ist, erzeugt w die zyklische Gruppe

GF(¢®) \ {0} der Ordnung ¢° — 1. Das bedeutet

Wl — e
= ¢-a' =¢-a (mod ¢° — 1)
= > &= 6 -a! (modg¢® —1)
=1 =1
= Z(a; —af)-¢; =6 (mod ¢° —1) (2.3)
i=1

Es gilt 0 < o}, 0 < ¢—1, also |o, — /| < ¢— 1 und nach Schritt 4 |¢;,| < p < 4N. Damit gilt
|Z o —all) -] < Z|0¢ —af|-]e,| <n-(g—1)-4N. (2.4)
7=1 7=1

Nach Schritt 3 ist N = [qin_qﬂ, also kann man die Ungleichung (2.4) weiter abschétzen zu

n
|Z(04; —aof) & < q° - 1.
i=1

Also gilt (2.3) auch ohne die Modulobildung; damit hat mat eine Charakterisierung fiir schlech-
te ¢; gefunden:

¢; schlecht <— Z(a; —af)-¢, =0 (2.5)
7=1

Fiir ein festes Paar von Monomen 2, 2°" kann es héchstens (n — 1) schlechte Vektoren geben,
(1) (n) (1) a(n)

denn falls ¢; /,...,¢; "’ sdmtlich schlecht wiren, dann wére die aus den Vektoren ¢; /,..., ¢
gebildete Untermatrix C von C nichtsinguldr, denn nach (2.5) gilt:

Damit ist der Kern von C ungleich dem Nullraum, also ist C singul&r. Dies steht im Widerspruch
zu Lemma 2.4.13, damit gilt die obige Behauptung.

Da f t-sparse ist, gibt es hochstens (}) Paare von Monomen, damit also héchstens (n— 1) - (4)
schlechte Vektoren fiir beliebige o # o”. Da

(n_1>.(t) _dng(n=1)Q) =11y

2 4dng 4dng

muf ein i, 1 <ig < N existieren mit Q. # Qqn;, fiir beliebige o/ # o’ .

120
Damit trennt ¢;, alle Monome.

Fiir dieses ig gilt die gewiinschte Aussage, d.h. es gilt:
f#£0 < 30<i<t: f(W%)#£0 denn:
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Sei Q, = Q,., und f; := f(w'%0). Dann gilt fiir alle 0 < I < |supp(f)| <

fl = Z Cy $a|wl~él‘0

a€supp(f)

= 2 o (W)
a€supp(f)

= Z o
a€supp(f)

Hieraus ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem:

l —
(2 ascrmuppint * (€@daesappts) = Mosicloupni)] - (2.6)
a€supp(f)
=V
V ist eine nicht singuldre Vandermonde Matrix, denn « # (0....,0). Damit ist das lineare

Gleichungssystem (2.6) eindeutig lésbar. Es gilt also:
F=0 = (Caeapptr) =0 = ocicisuppir) =0
Damit ist alles gezeigt. a

Im folgenden sollen effizient Teillésungen der Interpolationsaufgabe durch Zuriickfithrung auf
den Nulltest ermittelt werden, und aus diesen Teillosungen effizient die Lésung der eigentlichen
Interpolationsaufgabe gefunden werden. Dazu sei im weiteren ohne Einschrinkung angenom-
men, daff n = 2™, um die Notation zu vereinfachen.

Die Teillosungen sollen die folgende Gestalt haben:

koa— . .
Sap=A{(k1,... kya1) | xgl gamigq e xﬁ? 2a1_1+2a_1 taucht in einem Monom von f auf}
mit 1 <a<m+1und 0 < g < 27,
Fiir o« =1 und 0 < 8 < n ergibt sich:
Sap = {k |x21_|_1 taucht in einem Monom von f auf}

= Menge der in f auftretenden Exponenten von zg4
Fiir @« = m 4+ 1, also g = 0 ergibt sich
Sma10={(k1,..., kn) | 2% - ... 2k taucht in einem Monom von f auf}
dann die gesuchte Lésung der Interpolationsaufgabe.
Ausgehend von Sp g sollen S, g fiir & = 1,..., m+1 rekursiv bestimmt werden (vgl. Abb. 2.1).

Zunéchst soll im Basisschritt fiir 0 < 8 < n S g bestimmt werden, d.h. es sollen fiir alle
auftretenden Variablen die jeweils auftauchenden Exponenten bestimmt werden. Dazu wird f
nach Potenzen von x4, sortiert:

q—1

flz)= nglﬁ-l-l cPrgr1(z1, .0, 28, 2842, .., ) -
(=0
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5170 51,1 51,2
{z1} {z2} {3}

NSNS

S2.0 San

{$1$2} {$3$4}

\/

5174 51,5 51,6
{zs} {we} {er}

NS

S22 Sa3
{7576} {27}

~

5370 53,1
{$1$2$3$4} {$5$6$7}
S4,0
{z1200304250627}

Abbildung 2.1: Rekursionsschema fiir n = 7, m = [logyn| = 3

P, g+1 € GF(q)[2', "] ist ein Polynom in n — 1 Variablen. Damit ist Sy 5 = {{|P 341 # 0}.
Man mochte den Nulltest [GKS 88] fiir P g4 anwenden. Dazu mufl aus der Black-Box fiir
[ eine Black-Box fiir P} g1 konstruiert werden. Sei dazu GF(q) = {a1,...,a,}. Dann ist fiir

1< <¢:
q—1
f(xlv ai, xll) = Z ai’ : ]Dlﬁ-l-l(x/v xll) .
=0
Man erhilt also das folgende lineare Gleichungssystem:

ad ... a7t Fopt1(a’,2") fa! a2
ag ... al™! P,_1p41(2,2") f(a' a,,2")
=:A =P =F

A ist eine nicht singuldre Vandermonde Matrix, also ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar.
Dann ist mit

Pigii(z’, 2"y = (0,...,0,1,0,...,0)- P
(0,...,0,1,0,...,0)- A" . F
=
eine Black-Box fiir I} g41 gegeben, wobei u; an der [-ten Position eine Eins hat. a

Nun wollen wir rekursiv die Mengen S, g berechnen. Seien fiir festes v < m 4 1 die Mengen
Sa.g fiir 0 < 3 < 217 bestimmt.

Dann soll Sy41,8 aus Su,25 und S, 2541 bestimmt werden.

Betrachte dazu den Aufbau der Teilldsungen:

k€ Say1,
ky . gt . Faa=ip . . phee
xﬁ 2041 " xﬁ 204 a—1 wﬁ gapga—lyq e $ﬁ 20420
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1 k!
_ kl . k2a—1 . k . 2a—1
Lop. ga—141 v+ " Top. ga-1yga—1 (2ﬁ-|—1) go=141 "+ " ¥ (541). 2e-142a-1
!
k€ Sa2p ke Sa2641

Sei S = Sa,?ﬁ X Sa725+17 also
S={u-v|u€ Sy v€Sassi}

Sicherlich ist .S O 5,41 5, im folgenden sollen diejenigen Elemente aus .S bestimmt werden, die
in einem Monom von f auftauchen.

Sa+1,3 ={u € S| u taucht in einem Monom von f auf}.
Da f t-sparse ist, ist [Sq,28] < ¢, [Sa2s+1] < ¢, also ist |S] < 2.

Das weitere Vorgehen ist dem Basisschritt &hnlich; man méchte das Polynom f nach Elementen
aus S sortieren, also nach den entsprechenden Polynomen in 2% Variablen ordnen, und dann
entscheiden, ob die dazugehorigen Koeflizientenpolynome ungleich Null sind. Dies geschieht
durch Lésung von Gleichungssystemen mit Matrizen, deren Eintrige Potenzen von Werten
von Elementen aus S, also von Monomen in 2% Variablen, sind. Damit die sich ergebenden
Gleichungssysteme gel6st werden kénnen, miissen diese Werte zu einer nichtsinguldren Matrix
fithren, also sind die Monome zu trennen.

Beim Basisschritt ist dies einfach, denn die Monome in einer Variablen werden durch die
Elemente aus GF(g) getrennt. Fiir den Rekursionsschritt 148t sich diese Aufgabe analog zum
Nulltest durchfiihren.

Bestimme dazu s; so, dal ¢°* — 1 > 4gn(n — 1)(t22) mit s; minimal erfiillt ist, also s; <
[4log, (nt) + 3].
Konstruiere den Kérper GF(¢*') aus GF(g) und sy und bestimme ein primitives Element wy

aus GF(¢°1).

Sei Ny = [q 1] , damit ist Ny > (n — 1)( ) Bestimme eine Primzahl p; mit 2N; < p; < 4N
Bilde (Ny x Nl) Cauchymatrix C' = (¢;;) mit ¢;; == mod pp fiir 1 <1¢,57 < Ny Sei V eine
beliebige (N7 x 2%)-Teilmatrix von C.

1
i+j

Dann gilt analog zum Beweis von Satz 2.4.15:
Es gibt eine Reihe vy aus V', so daf sich alle Elemente aus S an der Stelle wi° unterscheiden,
d.h. mit 2% = ng e e wg?azaq-za gilt:

uy, g €5, uq 75 Uy — $u1|wfo 7£ $u2|wfo (27)
Sei
Q. ::xu| vo_wiﬂ/o firue S
Wi
Sei @' =1 -... 25 20 und 2" = 2541y 2aq1 o T

Nun wird f nach Elementen aus S sortiert:

(2w, 2" Zx z") (2.8)

ueS

P, € GF(q)[2',2"] ist ein Polynom in n — 2% Variablen.
Damit ist

Sat1,6 = {u|P, #0}
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Analog zum Basisschritt soll der Nulltest [GKS 88] fiir P, angewendet werden; also muf} aus
der Black-Box fiir f eine Black-Box fiir P, konstruiert werden. Dazu wird (2.8) an den Stellen

’U0~l

r =w*" fiir 0 <[ < |S]| ausgewertet:

f($/7w;/01~l7 e -7“?02(1.[7 xll) = Z QL : Pu(xlv xll) .

u€eS
Damit ergibt sich das lineare Gleichungssystem:
I roon _ AR R/
(Qu) ogule<s|s| ) (Pu(x y L ))uES - (f($ 7w10 y L ))0§l<|5| (29)
D Y e— _. 7)
=B ' = F

Wegen der Aussage (2.7) ist B eine nicht singulire Vandermonde’sche Matrix, also ist das
Gleichungssystem (2.9) eindeutig losbar. Dann ist mit

P,(a',2"y = (0,...,0,1,0,...,0)-P
= (0,...,0,1,0,...,0)-B7.F
=8y,

eine Black-Box fiir P, gegeben, wobei s, an der Position eine Eins hat, die der Position von u
in S entspricht.

Fiir &« = m~+1 hat man alle in f auftretenden Monome bestimmt. Die zugeh&rigen Koeffizienten
ergeben sich durch die Losung des Gleichungssystems (2.6) des Nulltests. O

Damit haben wir den

Algorithmus 2.4.16  Interpolationsalgorithmus [GKS 88]

Eingabe: Black-Box fiir f € GF(¢°)[z1,...,2,], t-sparse, s beliebig.

Ausgabe: Sparse Darstellung von f: (cy, t)uesupp(f)-
Schritt A: Fiihre die Schritte 1 bis 5 des Nulltestes durch und stelle die Nulltestmenge
whei = (wl'é"vl,wl'é"vz’, .. .,wl'é"v") fir0<:< N, 1<Il<t
bereit.

Schritt B: Berechne fiir den Basisschritt die Matrix
-1

A= (ai) ar€GF(q) -

0<y<q

Schritt C: Fiihre parallel fiir jedes 0 < 3 < n den Basisschritt durch.

Basisschritt

Schritt 1:  Bestimme durch Anfragen an die Black-Box mit
s = [log,(4gn(n — 1)(3) +2)] die Werte

fz(,];) = f(wl.ai717 sy wlf,'”@? ag, wl.6i75+27 SRR wl'éi,n)
fir0<IlI<t, 1 <21<N,1<k<qund

S8 = £(0,...,0,04,0,...,0) fiir 1 <k <q.
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Schritt 2:  Berechne parallel fiir 0 <1 <t, 0 <1< N die Folge von Vektoren

Py= A7 (£

)1gk§q '
R . k
Schritt 3: Sip=Ak|31) : ]Di(,l) #0}.
Schritt D: Bereite den Rekursionsschritt vor:

Schritt 4:  Bestimme s so, dafl ¢t — 1 > 4gn - (n — 1) - (t;) mit s; minimal, also
2
s1 = [log,(dgn(n — 1)(3) +2)].

Schritt 5: Konstruiere den Koérper GF(¢*') aus GF(q) und s;.
Bestimme ein primitives Element w; aus GF(¢*!).

Schritt 6: Ny = [qzn;l ]. Bestimme mit Hilfe des Siebes von Erastosthenes eine Primzahl

p1 mit 2Ny < p; < 4N;.

Schritt 7: Bestimme ¢;; := % mod p; fiir 1 < 4,5 < Ny durch den Euklidischen Algo-

rithmus. Sei C'= (¢; ;) 1<ij<n, -
Schritt 8: Sei V = (v; ;) eine beliebige (N7 x n)-Teilmatrix von C'.
Schritt 9:  Stelle die Testmenge
wi'”i = (wi'vi’l,wi'vi’2, .. .,wi'vi’") fir0<i<N,0<I<t

bereit.

Schritt E: Sei m = [log, n|. Fiihre sequentiell fiir o = 1,..., m Schritt I durch.

Schritt F: Fiihre parallel fiir jedes 0 < 8 < 2™~ den Rekursionsschritt durch.

Rekursionsschritt

Schritt 10: Setze S := S,.28 X Sa,28+1-

Schritt 11:  Bestimme parallel fiir 1 < j < N7 und » € S die Summen

P
O-’Uﬂj = : :uZ ' vj7i'
=1

Sei v; eine Reihe aus V fiir die die Menge {0, ; | uv € S} aus paarweise
verschiedenen Elementen besteht. Berechne Q, = w;"“’, u € S.

Schritt 12: Berechne die Matrix .

B! = (Qﬁ) 0<k<|S|

uGS

Schritt 13:  Bestimme durch Anfragen an die Black-Box mit s = s; die Werte
= & k- k- & .G
fz(f;) — f(wl 01717 e wl i -2 W) 1/],17 W Vg,2¢ 7 wl c17(5+1).2a+17 . wl Cz,n)

fir0<l<t 1<i<N,0<k<]|S|und

S = 0, 0,0 w0, L,0) fiir 0 < k< |S).
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Schritt 14:  Berechne parallel fiir 0 <[ <t¢, 0 < ¢ < N die Folge von Vektoren
-1 ()
Fiy=B (fi,l )ues'
Schritt 15: Sat1, :={w|31) : PZ(f;) #0 }.

Schritt G: supp(f) = Sn+1,0-
Die Koeffizienten von f ergeben sich durch die Komponenten eines Vektors F;;
des letzten Rekursionsschrittes.

Wir wollen nun den Zeit- und Prozessorenbedarf abschitzen. Wir beginnen mit der
Abschitzung der Gréfienordnungen von s, 51, N und Nj. Man beachte, daf s < [342log, (nt)],
und daher s = O(log,(nt)). Aus der Definition von N und Ny sind N < ¢nt? und Ny < gnt*
abzuleiten. Ferner gilt: |GF(¢®)| < Nng, sowie |GF(¢°')| < Nyng.

Zunéchst analysieren wir den Nulltest. Um den Korper GF(¢®) zu konstruieren, suchen wir
nach einem irreduziblen Polynom ® € GF(q)[z] vom Grad s. Uberpriifung der Reduzierbar-
keit fiir die ¢°T! univarianten Polynome vom Grad s anhand des Algorithmus von Berlekamp
[Be 70] ergibt ein irreduzibles ®. Hierfiir werden ¢*t'O(log®®(Nnq)) = O(Nng?log>?(Nnq))
Prozessoren und O(log?(Nnq)) Parallelzeit benstigt. GF(¢*) ist isomorph zu GF(g)[2]/®. Die
Arithmetik in GF(¢®) wird durch die Arithmetik fiir Polynome vom Grad s in GF(g) und
Reduktion modulo @ reprisentiert. Werden die Polynome z.B. durch ihre Begleitmatrizen dar-
gestelt, so ergibt sich fiir die Arithmetik in GF(¢®) gegeniiber der Arithmetik in GF(g) ein
Faktor von héchstens O(log*®(ntq)) Prozessoren und O(log(ntq)) Parallelzeit.

Um ein primitives Element w in GF(¢®) zu finden, wird ¢* — 1 in Primfaktoren zerlegt:
q® — 1 =[] pS". Dies kostet mittels des Siebes von Erastosthenes O((Nngq)® " log(Nnq)) Pro-
zessoren und O(log(Nng)) Parallelzeit. AnschlieBend wird fiir jedes a € GF(¢®) iiberpriift, ob

g~ —1
die Potenzen a Pi von Eins verschieden sind. In diesem Fall ist a ein primitives Element in

GF(¢”). Berechnung dieser Potenzen fiir alle « € GF(¢°) ergibt einen Aufwand von héchstens
O((Nnq) log®?(Nngq)) Prozessoren und O(log?(Nngq)) Parallelzeit.

Der nichste Hauptschritt ist die Bereitstellung der Auswertungsstellen, d.h. es miissen Nnt

Potenzen von w berechnet werden, was einen Aufwand von O(Nntlog®®(Nngq)) Prozessoren
und O(log?(Nnqt)) Parallelzeit bedeutet.

Insgesamt betrgt der Aufwand fiir den Nulltest O(Nngtlog®®(Nng)) Prozessoren und
O(log?(Nnqt)) Parallelzeit.

Die Komplexitdt des Basisschrittes wird durch die Komplexitdt des Nulltests und die Kom-

plexitit fiir die Invertierung der (¢ X ¢)-Matrix A = (af) 4,6GF(q) bestimmt. Dabei ergibt sich
0<5<gq

ein Aufwand von O(¢*5log? ¢) Prozessoren und O(log? ¢) Parallelzeit unter Anwendung von

[Mu 87]. Daher betrigt die Komplexitit des Basisschrittes O(Nnqtlog®®(Nng) + ¢*°log? ¢)

Prozessoren und O(log?(Nngt)) Parallelzeit. Die Black-Box wird parallel fiir tgN Argumente

ausgewertet.

Der Rekursionsschritt wird parallel fiir 0 < g < 2™~ durchgefiihrt. Um die Black-Box fiir P,
zu konstruieren, muf} die Matrix B in (2.9) berechnet werden. Hierfiir miissen wir die Ny - ¢
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So
Summen o, ; = Z u; - v;; flir w € S und 1 < j < Ny berechnen und {iberpriifen, ob sie fiir

=1

ein festes j paarweise verschieden sind. Sei diese Reihe durch vy bezeichnet. Mit @, = w{*°
fiir w € S ergibt sich die (#* x t?)-Matrix B. Dies kostet O(N;t?log®®(Nynq)) Prozessoren
und O(log?(Nyngt)) Parallelzeit. Der Aufwand fiir die Invertierung der Matrix B betrigt
O(t? log*®(Nynq)) Prozessoren und O(log?t) Parallelzeit. Tm Schritt 13 wird die Black-Box
fiir O(t>N) Auswertungen befragt. Im Schritt 14 werden ¢t N Vektoren der Linge O(t?) iiber
GF(¢*') parallel berechnet. Dies ben&tigt O(Nt?log?(Nynq)) Prozessoren und O(logt) Paral-
lelzeit.

Hieraus ergibt sich ein Aufwand von 2~ (O(N;t? log?®(Nynq)) +O(t° log*®(Nyng))) Prozes-
soren, O(log®(Nynqt)) Parallelzeit und 27~ (O(t3N)) Anfragen pro Rekursionsschritt.

Insgesamt ergibt sich durch Summierung iiber O(logn) Rekursionsschritte unter Anwendung
der Abschétzungen fiir N und N; eine Gesamtkomplexitdt des Algorithmus von

o O(t%n%¢®log®® (ntq) + ¢*°log? q) Prozessoren,
e O(log®(ntq)) Parallelzeit und

e O(qn%t®) Befragungen

und damit die Aussage des Satzes 2.4.11. O
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Kapitel 3

Zahlalgorithmen

3.1 Berechnungsmodell

In diesem Kapitel wollen wir uns einem ganz neuen Problemkreis zuwenden. Wir stellen die
Frage nach der Anzahl von Lésungen zu gewissen Problemen. Diese Fragestellung erweitert das
Entscheidungsproblem, bei dem nur nach der Existenz einer Losung gefragt ist. Ein Beispiel
haben wir bereits in Abschnitt 2.3.1 kennnengelernt. Dort haben wir sowohl das Entscheidungs-
problem als auch das Zahlproblem geldst. Weitere Anwendungen von Zdhlalgorithmen sind die
Bestimmung der Anzahl von erfiillenden Belegungen einer booleschen Formel, die Anzahl der
Nullstellen eines Polynoms {iber endlichen Kérpern und graphentheoretische Fragen wie die
Anzahl der Matchings, Cliquen etc. in einem Graphen.

Zahlprobleme lassen sich nicht direkt mit Entscheidungsproblemen vergleichen. So ist das Er-
gebnis eines Zihlalgorithmus eine natiirliche Zahl. In [Va 79b] wird ein geeignetes Berechnungs-
modell fiir Zdhlprobleme eingefiihrt.

Definition 3.1.1 Counting TM

Eine Counting TM (kurz CTM) M ist eine nichtdeterministische Turing Maschine, die aufler-
dem ohne zusdtzlichen Berechnungsaufwand auf einem Extraband die Anzahl akzeptierender
Berechnungsfolgen ausdruckt. Damit berechnet diese TM eine Funktion

fM ;X" — IN.
Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir nun Komplexititsklassen definieren.

Definition 3.1.2 #P
Mit #P bezeichnen wir alle Probleme, die mit einer polynomiell Zeit beschrankten Counting
TM berechnet werden kénnen.

Anhand der Definition ist klar, dal die zugehorigen Zidhlprobleme von Problemen aus AP in
#P liegen. Wie bei den Entscheidungsproblemen interessieren uns auch hier die schwersten
Probleme der Klasse. Dazu miissen wir zunédchst einen geeigneten Reduktionsbegriff einfiihren.

105
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Definition 3.1.3 Orakel-Counting TM

Eine Orakel-Counting TM mit dem Orakel X ist eine deterministische TM M, die einen spe-
ziellen Orakelzustand in ihrer endlichen Kontrolle besitzt. Geht M in diesen Zustand iiber, so
wird der Inhalt eines speziellen Arbeitsbandes, des Orakelbandes, als Fingabe fiir das Orakel
X verwendet, welches das Ergebnis, d.h. die Anzahl der Lésungen des Problems X auf das
Orakelband schreibt. Mit diesem Ergebnis kann M dann weiterarbeiten. Wir bezeichen die
Klasse der so in polynomiell beschrinkter Zeit berechenbaren Probleme mit P .

Damit kénnen wir eine geeignete Reduktion wie folgt definieren.

Definition 3.1.4  Ein Zihlproblem Y ist auf X reduzierbar, falls Y € PX. Ein Z&hlproblem
X ist #P -hart, wenn
#P CPY

Ein Zahlproblem X ist #P -vollstindig, wenn X #P -hart ist und X in #P liegt.

Kandidaten fiir #£P -vollstindige Zihlprobleme sind Zihlprobleme, die aus A'P -vollstindigen
Entscheidungsproblemen hervorgehen. Ob alle diese Z&hlprobleme wirklich #P -vollstdndig
sind, ist ein offenes Problem. Valiant gibt in [Va 79a] ein erstes nichttriviales #P -vollstindiges
Zahlproblem an.

Satz 3.1.5 Die Berechnung der Permanente einer n X n Matrix mit Eintrdgen aus {0, 1},
d.h. die Berechnung der Anzahl Perfekter Matchings eines bipartiten Graphen, ist #P -
vollstindig.

Dieser Satz ist sehr erstaunlich, da das zugehorige Entscheidungsproblem, d.h. der Test auf die
Existenz von Perfekt Matching, in polynomieller Zeit méglich ist.

3.2 DNF - Zahlprobleme

Ausgehend von dem #P -vollstindigen Problem der Permanentenberechnung hat Valiant noch
eine Reihe weiterer #P -vollstdndiger Probleme gefunden (siehe [Va 79b]). Fiir unsere Anwen-
dungen wird das folgende Problem am wichtigsten sein.

Definition 3.2.1 monotone 2-DNF Zihlproblem
Gegeben sei eine boolesche Formel f in disjunktiver Normalform, so daf§ keine Klausel mehr als
zwei Literale enthilt. Auflerdem gebe es keine negierten Literale, d.h. die Formel ist monoton.
Bezeichne # f die Anzahl der erfiillenden Belegungen

#f= Nz | f(2) =1}

Das monotone 2-DNF Z&hlproblem ist die Berechnung von # f.

Satz 3.2.2 Das monotone 2-DNF Zdhlproblem ist #P -vollstindig.
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Bemerkung 3.2.3 Das monotone DNF Erfiillungsproblem ist trivialerweise in P.

Wir sehen also, daf§ viele wichtige und grundlegende Zihlprobleme so schwer sind, daf§ wir
keine effizienten polynomiellen Lésungen erwarten diirfen. Was kann uns aus diesem Dilemma
retten?

e Einschrinkungen auf spezielle Klassen von zu zdhlenden Objekten.

e Approximative anstatt exakter Lésungen.

Im Falle von DNF-Formeln zeigt Satz 3.2.2, dafl Finschrdnkungen hier nicht unbedingt zum Ziel
fithren. Daher werden wir nun versuchen Algorithmen zu entwickeln, um die Anzahl erfiillender
Losungen einer booleschen Formel in disjunktiver Normalform approximativ zu bestimmen.
Dafiir miissen wir die Eigenschaften solcher approximativer Algorithmen genauer definieren.

Definition 3.2.4 e-Approximationsalgorithmus
Ein Algorithmus A fiir das Z&hlproblem f ist ein e-Approximationsalgorithmus, falls fiir die
Ausgabe y von A

(I-¢-#f<y<(l+¢-#f

gilt. Die Eingabegrofien des Algorithmus sind die Eingabegriéfie des Zihlproblems f und der
Kehrwert von e.

Definition 3.2.5 (€, 9)-Approximationsalgorithmus
Ein Algorithmus A fiir das Zahlproblem f ist ein (€, §)- Approximationsalgorithmus, falls fiir
die Ausgabe y von A

Pril—e -#f<y<(+e-#f121-9

gilt. Die Eingabegréfien des Algorithmus sind die Eingabegrifie des Zahlproblems f, der Kehr-
wert von € und log(1/4).

Im folgenden werden wir Approximationsalgorithmen mit polynomieller Laufzeit kennenlernen.
Wir beginnen im nichsten Abschnitt mit einem (¢, §)-Approximationsalgorithmus fiir das DNF-
Zahlproblem. Er ist der Arbeit [KLM 87] entnommen.

3.2.1 (e, 9)-Approximationsalgorithmus fiir das DNF Z&ihlproblem

In diesem Abschnitt werden wir einen probabilistischen Zihlalgorithmus kennenlernen. Das
Prinzip dieses Algorithmus ist einfach:

Dazu sei G = {z | f(z) = 1} und U 2 G. Der Algorithmus besteht aus N unabhingig
ausgefiihrten Versuchen. Jeder dieser Versuche besteht aus den folgenden Schritten.

1. Wihle zufillig ein Element 2 aus U. Zuféllig bedeutet dabei unabhéngig und gemif einer
uniformen Verteilung.

2. Teste ob & € G, d.h. ob f(Z) = 1.
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3. Setze die Ausgabe
Y_{|m falls f(#) = 1

0 sonst .

Damit ist das Ergebnis eines Schrittes eine Zufallsvariable Y. Der Erwartungswert von Y ist

B[] = ﬁ ST ) = S ) = |6,

zelU zeG

Damit gilt auch fiir die Ausgabe ¥ = % Zf\; Y; des Zihlalgorithmus
E[Y] = |G,

d.h. der Mittelwert der Ergebnisse der einzelnen Versuche ist eine geeignete Zufallsvariable fiir
die Anzahl der erfiillenden Belegungen. Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die minimale
Anzahl von Versuchen, so daf§ diese Zufallsvariable eine (¢, §)-Approximation darstellt.

Satz 3.2.6  (Bernstein)
Sei p = |G|/|U]. Dann ist der obige Algorithmus ein (¢, §)-Approximationsalgorithmus, wenn
die Anzahl der Versuche N gréfier gewdhlt wird als

1 4 2
. ().
u Sn(3)

Der Beweis dieses Satzes bendtigt einige wahrscheinlichkeitstheoretische Lemmata.

Lemma 3.2.7 Seien 7, Zy, Zy, - - - Z, unabhéngige Zufallsvariablen mit der gleichen Vertei-
lung. Seien ¢ und d Konstanten. Dann gilt

E[ed(zl+"'+Zk)+C] — (E[edZ])k . eC.

Lemma 3.2.8 Fiir jede Zufallsvariable Z und jede Konstante d > 0 gilt

Pr(Z > 0] < E[e??].

BEWEIS:  Sei die Zufallsvariable

Z—{l falls Z > 0

0 sonst .
Dann ist Z' < % und daher E[Z'] < E[e?”]. AuBerdem gilt E[Z'] = Pr[Z > 0]. O

Im folgenden seien die Zufallsvariablen Y,Yi, ..., Yx {0, 1}-wertige unabhingige Zufallsvaria-
blen mit der gleichen Verteilung und Erwartungswert F[Y] = pu.

Lemma 3.2.9 Sei d < 1 eine Konstante. Dann gilt

E[edY] < eud(l-l—d)‘
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BewEls:  Fiir den Erwartungswert von e gilt
Ele™)=p-e"+ (1-p).

Die Funktion e® kénnen wir fiir # < 1 durch 14 2 4+ 22 nach oben und fiir 2 > 0 durch 1 + z
nach unten abschitzen. Dadurch ergibt sich

E[e™] <p- (L4 d+d°) + (1 - p) = 1+ pd(1 +d).
Benutzen wir die zweite Abschitzung, so erhalten wir
E[edY] < eud(l-l—d)‘

a

Mit diesem Lemma kdnnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir grofie Abweichungen der Ausgabe
des Algorithmus von dem zu berechnenden Wert beschrinken. I2s gilt das folgende

Korollar 3.2.10 Fiir € < 2 gilt

N
Pr[ZYi > (1+¢)pN] < eHENIA

=1

BEwWEIS:  Bezeichne

Aus Lemma 3.2.8 folgt
(*) < E[ed.(zlzl Yi—(1—|—e)uN)]‘

Nun wenden wir Lemma 3.2.7 an und es ergibt sich
(*) < E[edY]N . e—d(l-l—e)uN‘
Nun schitzen wir E[e?Y] mittels Lemma 3.2.9 ab und setzen d = ¢/2:
(%) < e~HeN/4,
a

Damit haben wir die Wahrscheinlichkeit fiir eine Abweichung nach oben abgeschitzt. Nun
miissen wir auch die Wahrscheinlichkeit fiir Abweichungen nach unten begrenzen. Dies ge-
schieht analog.

Lemma 3.2.11 Sei d <1 eine Konstante. Dann gilt

E[e—dY] < e—hd(1-5)
Bewegls:  Fiir den Beweis ben6tigen wir jetzt Abschitzungen der Funktion e™*. Es gilt 1—2 <
e™% <1 — a4 22/2. Aus diesen Ungleichungen ergibt sich

Ele™=pe ™+ (1 —p) <p(l—d+d?/2)+1—p=1—-pd(l —d/2) < e #d1-4/2),

Nun konnen wir auch die Wahrscheinlichkeit fiir ein Abweichen nach unten beschrinken.
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Korollar 3.2.12 Fiir € < 2 gilt

N
Pr[ZYi <(1—-¢puN]< e HeEN/A
=1
BEwEkis:  Analog zum Beweis zu Korollar 3.2.10. O

Mit Hilfe der Korollare 3.2.10 und 3.2.12 ergibt sich der Satz von Bernstein.

Im folgenden sei G nun die Menge aller Einsstellen von f. Nun wollen wir versuchen eine
geeignete Obermenge U zu konstruieren. Diese Obermenge U mufi die folgenden Eigenschaften
besitzen, damit der Satz 3.2.6 von Bernstein eine polynomielle Laufzeit garantiert.

e |U|/|G] muB polynomiell in der Eingabegréfie sein.
e Der Wert |U]/|G| mufl in polynomieller Zeit berechenbar sein.

e Es muf} in polynomieller Zeit méglich sein, Elemente von U gleichverteilt zu wihlen.

Die Menge U = {0, 1}" aller Vektoren der Linge n ist nicht geeignet, da der Quotient |U|/|G]|
fiir DNF-Formeln mit nur wenigen erfiillenden Belegungen nicht polynomiell beschriankt ist.
Die Menge U muf§ also kleiner gew&hlt werden. Um diese Wahl durchzufiihren, beachten wir,
dafl f in disjunktiver Normalform gegeben ist

f=c VeV Ve,.

[ wird also genau dann erfiillt, wenn mindestens eine Klausel ¢; erfiillt wird. Bezeichne D, die
Menge der Erfiillenden fiir die Klausel ¢;

1 x, kommt als positives Literal vor
D=3 (Z1...2,) |2, =4 0 rx kommt als negatives Literal vor
1 oder 0 x3 kommt nicht vor

Die Kardinalitit von D; ist |D;| = 27~ #Variablenin ci - AyBerdem gilt

d.h. G ist die Vereinigung von bekannten Mengen. Mit Hilfe der D;’s kénnen wir jetzt die
Kardinalitdt von GG beschrédnken:

m
| < < | < | < .
max |Di| < |G| < ;IDZI < m max |Di| < m|G]|

Wir wihlen also U die direkte Summe der D;. U = @/, D; ist eine Obermenge der Menge
G = {(i,8) | e;(s) = 1 und ¢;(s) = 0 fiir alle j < i}, die offensichtlich gleichm#chtig zu G ist.
Die Menge U erfiillt auch die Bedingungen des Satzes von Bernstein, da das Verhiltnis |U|/|G]
durch m beschrinkt ist. Wir kénnen die Menge ¢ auch als Menge der Einsstellen der folgenden
Funktion interpretieren:

(s,i) = 1 4 ist die kleinste Nummer einer Klausel mit ¢;(s) =1
PASY=N 0 sonst.
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Die Definitionsmenge von ¢ ist gerade U und G die Menge der Einsstellen von ¢. Es sei
bemerkt, das wir fiir die Korrektheit des Algorithmus nur die Eigenschaft von ¢ benétigen,
daB 37, ¢(s,i) = 1 fiir alle s € G gilt. Die ersten beiden Anforderungen fiir den (e, §)-
Approximationsalgorithmus haben wir erfiillt. Nun miissen wir noch zeigen, wie Elemente aus
U mittels einer Gleichverteilung gewdhlt werden kénnen. Dies geschieht folgendermafien:

e Zuerst wihle eine Klausel mit Wahrscheinlichkeit |D;|/|U].
e Wihle eine erfiillende Belegung dieser Klausel mit Wahrscheinlichkeit 1/|D;].

Mit Hilfe der obigen Wahl wird jedes Element von U mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/|U]|
gewdhlt. Damit haben wir einen (¢, d)-Approximationsalgorithmus gewonnen.

Algorithmus 3.2.13 (€, 9)-Approximationsalgorithmus

Eingabe: DNF-Formel f mit m Termen, Fehlertoleranz ¢, Fehlerwahrscheinlichkeit 6.
Schritt 1: Berechne die Anzahl der erfiillenden Belegungen |Dy| der k-ten Klausel.
Schritt 2: Berechne A; = Y4_, | Dy fiir 0 <1 < m

Schritt 3: Setze Y := 0.

Schritt 4: Fiihre die Schleife N = m - % mal durch

a) Wiéhle ¢ mit Wahrscheinlichkeit |D;|/|U|. Dies geschieht durch Wahl von j €
{1...|U|} mit Wahrscheinlichkeit 1/|U| und bindre Suche des ¢’s mit 4;_; <

J <A
b) Wihle erfiillende Belegung s der Klausel ¢;, d.h s mit ¢;(s) = 1.
c) Setze k:=0.

Suche die erste Klausel ¢; mit ¢;(s) = 1.
Wenn k = i ist, so setze Y := |U]|, sonst setze Y := 0.
Setze Y ;=Y + Y.

[¢)

O,
— O~ N e T

—

Ausgabe: Y /N.

Bemerkung 3.2.14  Die Schritte 4 a) und 4 b) wéhlen ein (¢, s) € U mit Wahrscheinlichkeit
1/|U].

Satz 3.2.15 Der obige Algorithmus ist ein (¢, §)-Approximationsalgorithmus und hat eine

Laufzeit von
0 (nm2 1n(1/5))

€2

Beweis:  Der Satz 3.2.6 von Bernstein sichert uns bei richtig gewdhltem N die (¢, 6)-
Eigenschaft, falls in Schritt 4 e) die Zufallsvariable Y den Erwartungswert E[Y] = |G| hat. Sei
cov (s) ={i]| ¢;(s) = 1} die Menge aller Klauseln, die von s erfiillt werden. Dann gilt

Z o(s,i) =1,

1€cov (s)
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da es fiir jedes s € G nur ein i mit ¢(i,s) = 1 gibt. Daraus folgt, daB E[Y] = 37, ¢(s, i) =
25 Liccov(s) P8, 1) = 30, 1= |G| ist. Daher liefert der Algorithmus eine (¢, )-Approximation.

Die Laufzeit ergibt sich aus der Anzahl der Schleifendurchldufe von Schritt 4 und dem teuersten
Schritt in dieser Schleife. Dies ist die Bestimmung des *, fiir welches ¢(i*,s) = 1 gilt. Dazu
muf fiir jedes i < i* iiberpriift werden, ob s die Klausel ¢; erfiillt. Da jede solche Uberpriifung
O(n) Zeit kostet und das gesuchte ¢* von der Gréfenordnung O(m) ist, ergibt sich die obige
Laufzeit des Algorithmus. a

Mit dem Algorithmus 3.2.13 haben wir einen (¢, §)-Approximationsalgorithmus gewonnen. Da-
bei ist die Berechnung der Funktion (¢, s) mit einer Laufzeit von O(nm) sehr teuer. Fiir die
Korrektheit des Algorithmus benétigen wir nur die Eigenschaft

Z p(s, i) =1 ().
i€cov ()

Wir werden nun eine randomisierte Funktion ¢’ konstruieren, die die Eigenschaft () besitzt,
deren Berechnungzeit im Erwartungswert aber wesentlich giinstiger ist.

3.2.2 Selbstjustierender Zihlalgorithmus

Wir werden die Funktion ¢ des Z&hlalgorithmus durch eine Zufallsvariable ¢ ersetzen, die nur
von der erfiillenden Belegung s abhingig ist und fiir jedes s den Erwartungswert F[¢'(s)] =
1/]cov (s)| hat. Damit ergibt sich, daf ¢’ die Bedingung (x) erfiillt. Ein einzelner Versuch sieht
dann genauso aus wie oben:

e Wihle (i,5) € U.
e Berechne ¢/(s).
o Setze Y = |U|-¢'(s).

Fiir den Erwartungswert von Y gilt
ElY]=) > #)=lal
S i€cov(s)

Damit ist der obige Versuch fiir einen (e, §)-Approximationsalgorithmus geeignet. Die Berech-
nung von ¢'(s) geschieht folgendermaflen.

1.) t(s) =0
2.) wiederhole bis s € D;
a) t(s) :==t(s) + 1
b) wihle j € 1...m mit Wahrscheinlichkeit 1/m.

3) ¢'(s) 1= 1(s)/m
Die Zeit zur Berechnung der Zufallsvariable ¢'(s) ist also auch eine Zufallsvariable.

Lemma 3.2.16  Der Erwartungswert fiir ¢(s) ist

m

Et(s)]

- |cov (s)]
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BEWEIs:  {(s) ist eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit
|cov (s)]/m. O

Damit ergibt sich FE[¢'(s)] = 1/|cov(s)]. Also ist die obige Prozedur fiir einen (¢,d)-
Approximationsalgorithmus geeignet.

Nun wollen wir den durchschnittlichen Zeitverbrauch der obigen Prozedur untersuchen. Dazu
sei eine Aktion eine Schleifeniteration der Prozedur. Gesucht ist also der Erwartungswert fiir
die Anzahl ¢ von ausgefiihrten Iterationen pro Versuch. Die Kosten fiir jede dieser Aktion kann
durch die Kosten fiir die zufillige Wahl von (¢,s) € U, der zufilligen Wahl von j € {1...m}
und des Testes, ob s € D; ist, abgeschétzt werden. Im Falle des DNF-Zahlproblems sind diese
Kosten O(n+ log |U| + logm). Die Anzahl der Klauseln m ist durch 2" beschrénkt, die Gréfle
von U durch m2™. Im allgemeinen kann also log |U| groBer sein als O(n). Wir betrachten jedoch
nur Eingaben, fiir die U klein, also |U| = O(n) ist. Fiir die anderen Eingaben ist |U|/|G] fiir
U ={0,1}" und G = {s | f(s) = 1} polynomiell beschrinkt. Daher sind die Kosten, die
innerhalb einer Schleifeniteration auftreten, von der Gréfienordnung O(n).

Lemma 3.2.17  Sei p = |G|/|U|. Dann ist

E[t] = mpu.

Bewegrs:  Es gilt

| |(s,i)€U
1
= WZ > Elt(s)]

s€G i€cov (s)

i Zm:m,u.

1
| |SEG

a

Damit haben wir einen (e, §)-Approximationsalgorithmus. Angewandt auf das DNF-Zahlpro-
blem ist er aber leider nicht schneller als der alte Algorithmus, da wir F[t] nur durch m
abschiitzen kénnen. Daher betriigt auch hier die Laufzeit O(nm?). Wir kénnen aber trotzdem
Vorteil aus der neuen Berechnung von ¢’ ziehen.

Nehmen wir an, wir konnten g berechnen und folglich die Anzahl der Versuche mit

cln(1/6)
Np) = ———+=
(1) e
angeben, wobei ¢ eine geeignete Konstante ist. Dann ist die Anzahl der insgesamt ausgefiihrten
Aktionen T'(u) eine Zufallsvariable mit Erwartungswert

cmlog(1/9)

€2

ET ()] = N(p) - Ell] =

Dieser Erwartungswert ist um den Faktor m geringer als die obere Schranke, die wir berechnet
haben. Man beachte, dafl E[T'(¢)] von p unabhingig ist.

Sei T = em log(l/é)}2 mit Konstante c¢. Wir werden den Algorithmus nun 7" Aktionen lang
ausfithren. Die Anzahl der Versuche, die wihrend dieser Aktionen beendet wurden, ist nun eine
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Zufallsvariable N7 in Abdngigkeit von T. Wir werden zeigen, dafi fiir geeignet gew&hltes ¢ mit
hoher Wahrscheinlichkeit geniigend Versuche durchgefiihrt worden sind. Intuitiv wird dieses
deutlich, da der Erwartungswert von N ungefihr gleich T'/E[t] = N (u) ist. Der Algorithmus
justiert sich also selbst, da sowohl Versuche mit wenigen als auch mit vielen Aktionen ausgefiihrt
werden. Bei einer hinreichend grofien Anzahl von Versuchen wird die Anzahl von ausgefiihrten
Aktionen mit hoher Wahrscheinlichkeit sehr nahe an diesem Erwartungswert liegen. Damit
sieht unser selbstjustierender Zihlalgorithmus wie folgt aus.

Algorithmus 3.2.18 Selbstjustierender Zghlalgorithmus

Eingabe: DNF-Formel f mit m Termen, Fehlertoleranz ¢, Fehlerwahrscheinlichkeit &
Schritt 1: Setze G := 0, Ny := 0,
Schritt 2:  Setze T := 8(1 + ¢)mIn(2/8) /€.

Schritt 3:  Fiihre die Schleife durch bis G > T
a) Wihle (s, ) zufillig aus U.
b) t(s) :=0.
¢) Wiederhole bis s € D;

i) Wenn G > T gehe zur Ausgabe.
ii) Waikhle zufillig j € {1...m} mit Wahrscheinlichkeit 1/m.
i) t(s) :=1t(s) + 1.
iv) G:=G+1.
d) Setze Ny := N7+ 1
e) Setze ¢'(s) :=t(s)/m
Setze Y, = |U|¢(s)

—
e

Schritt 4: Y := NLT Zf\;Tl Y;

Ausgabe: Y

Dieser Algorithmus hat die (¢, §)-Eigenschaft und Laufzeit O(nm), da eine Aktion in O(n) Zeit
durchfiihrbar ist.

Satz 3.2.19 Sei T
o T U]
mNT

die Schitzung des Algorithmus. Diese Schétzung ist eine (e, §)-Approximation, falls bei € < 1

8(1+¢)mlIn(2/6)
T= 5
€
gewidhlt wird.
Zum Beweis dieses Satzes miissen wir wieder ein wenig Vorarbeit leisten. Fiir k= 1,...,m sei

Ry ={s € G ||cov(s)| =k}
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und rp = |Rg|. Dann ist >°/ v = |G| und Y7, kry = |U|. Die Wahrscheinlichkeit, daf ein
zufillig gewidhltes Element aus G in Ry liegt, ist damit kry/|U|, d.h. die Wahrscheinlichkeit
fiir alle s € Ry ist gleichgrofl und nur von &k abh#éngig. Daher kénnen wir die Zufallsvariablen
i, definieren, die die gleiche Verteilung haben wie ¢(s) fiir s € Ry. Auch diese Variablen haben
eine geometrische Verteilung

Prim, = j]=k/m(1 — k/m)’ =1

mit Erwartungswert m/k. Fiir d = A/m mit A < 1/2 ergibt sich

E[ed™] = Zeder[Tk—

= ed%Z(ed(l—k/m))j_l
- ek

m(l— (1 —k/m)ed)’

Die Reihe konvergiert, da (1 — k/m)e? < 1 fiir d < 1/2m gilt.

Im folgenden seien tq, 15, ... identisch verteilte Zufallsvariablen mit der gleichen Zufallsvertei-
lung wie t. Die Zufallsvariable ¢; ist die Anzahl der Aktionen im ¢-ten Versuch. Sei S; = 25:1 t;
die Anzahl von Aktionen nach dem [-ten Versuch und N; die Anzahl der Versuche, die nach ¢
Aktionen beendet sind. Es gilt nach Definition

N; <l < 5 > 1.

Lemma 3.2.20  Sei 0 < A < 1/2 und d = A/m. Dann gilt

E[edt] < e(/\—|—2/\2)p, — e(md+2(md)2)u‘

Bewegrs:  Es gilt
k E di
|U|Z "

Wir kennen den Erwartungswert von e?*. Wir setzen ihn in die Gleichung ein und erhalten

Z:: —1—|—k/m)

Wir kénnen nun die Summanden nach oben abschdtzen. Dazu benutzen wir die Ungleichungen
1 —d < e~? und daraus folgend k/m —d < e=% — 1 4+ k/m. Damit ergibt sich

! Lk
mle 1+ k/m) = mijm—a) " kjm—d’

Setzen wir diese Abschétzung in die Ungleichung ein, erhalten wir

T kred
Ele®] <1
L€ +|U|Zk/m A
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Aufgrund von d = A/m und k > 1 ergibt sich k/m —d > ( A Also folgt

A
Bletl <14+ — S &
[ +|U|Z

Nun benutzen wir die Ungleichung 1/(1 — A) <14 2A fiir 0 < A < 1/2. Auflerdem verwenden
wir die Definition der r; mit der Gleichheit ) ry = |G]. Es folgt

Ele" <1+ %/\(1 F20) = L+ p(A +22%) < tOF2),

Aus diesem Lemma kdnnen wir das folgende Korollar ableiten.

Korollar 3.2.21 Sei € < 2. Dann gilt

Pr(S; > (14 ¢mpul] < el

Bewegrs:  Nach Lemma 3.2.8 gilt
Pr[S; > (14 €)mpul] < E[eXSi=(Fe)mul)]

und mittels Lemma 3.2.7 folgt
— E[edt]le—d(l-l—e)mul‘

Dabei bezeichne t die Zufallsvariable mit der gleichen Verteilung wie die Zufallsvariablen ¢;.
Aus Lemma 3.2.20 ergibt sich eine Abschitzung fiir E[e?]

E[edt] < e(md+2(md)2)u‘
Setzen wir nun fiir d = ¢/4m ein, so folgt

PT‘[S[ > (1 + e)m,ul] < e(e/4—|—e2/8)ul—e/4(1+e)ul

2
e He 1/8‘

Eine &hnliche Abschitzung gilt auch in die andere Richtung.

Lemma 3.2.22  Sei 0 < A < 1/2 und d = A/m. Dann gilt

Korollar 3.2.23 Sei € < 2. Dann gilt

PriS; > (1 — eympul] < e7#1/3,

Nun kénnen wir die Korrektheit des selbstjustierenden Zihlalgorithmus beweisen.

BEwWEIS:  von Satz 3.2.19
Sei
8(1+ ¢)log(2/96)

ki =
' pe? (14 ¢)
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und

b — 8(1+ €) log(2/6)
Tope(l-g

Damit ist 7' = kymp(1 + €) = kampu(l — €). Wenn &y < Np < kg gilt, so gilt auch

T T T
ko = Nt 1

und damit

vl oy < 1ul
mkz B B mkl

Nach Einsetzen von ky und ks, ergibt sich
Gl - <V <[GI(1+9)
und somit ist die Schitzung eine e-Approximation. Es reicht also zu zeigen, daf
PriNt > ko] + Pr[Np < k] <6
ist. Dies ergibt sich aber unmittelbar durch Benutzen der Korollare 3.2.21 und 3.2.23:
Pr[Nt < k1] = Pr[Sk, > T = Pr[Sk, > kimu(1l + ¢)] ().
Durch Anwenden von Korollar 3.2.21 und Einsetzen von kq ergibt sich
(*) < e—ue2k1/8 _ 6log(2/5) _ 5/2‘

Analoges gilt fiir den anderen Teil.

3.2.3 Zuverlassigkeitsprobleme in Netzwerken

117

In diesem Abschnitt m&chten wir die Fehlerwahrscheinlichkeit eines Netzwerkes bestimmen.
Das Modell fiir unser Netzwerk ist ein ungerichteter Graph G' = (V, I). Eine Teilmenge K C V/
ist die Menge der Terminals, die miteinander kommunizieren wollen. Jeder Kante e € F ist eine
Fehlerwahrscheinlichkeit p(e) zugeordnet. Mit Wahrscheinlichkeit p(e) ist die Kante schlecht,

d.h. eine Kommunikation {iber diese Kante ist nicht méglich, sonst ist die Kante gut.

Definition 3.2.24 Ein Netzwerk N ist fehlerhaft, falls es ein Paar von Terminals aus K

gibt, das durch keinen Weg aus guten Kanten verbunden ist.

Damit kénnen wir unsere Aufgabe prizisieren: Gegeben sei ein Netzwerk N = (G, K, p), ge-
sucht ist die Fehlerwahrscheinlichkeit von N, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dafi N fehlerhaft

1st.

Definition 3.2.25 Ein Zustand des Netzwerkes N ist eine Funktion =z
{gut, schlecht}. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand z ist

b(z) = I ree II Q-ple).

{e|z(e)=schlecht} {e|z(e)=gut}

—
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Ein Zustand z ist ein Fehlerzustand, falls das Netzwerk N in Zustand z fehlerhaft ist. Sei F
die Menge der Fehlerzustdnde und

b(F) =3 b(z).

zEF

Dann ist die Fehlerwahrscheinlichkeit des Netzwerks N gleich b(F).

Unser Ziel ist also die Bestimmung von b(F'). Um auf dieses Problem einen Approximations-
algorithmus anwenden zu kénnen, formulieren wir es ein wenig um.

Definition 3.2.26 Ein K-trennender Schnitt S ist eine Teilmenge der Kanten, so daf
mindestens zwei Knoten aus K durch S getrennt werden.

Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir einen Fehlerzustand s auch dadurch charakterisieren,
daf es einen K-trennenden Schnitt gibt, der nur aus schlechten Kanten besteht. Einen solchen
Schnitt nennen wir einen Fehlerschnitt im Zustand s.

Wenn zusitzlich eine explizite Liste aller K-trennenden Schnitte vorliegt, kénnen wir nun einen
Approximationsalgorithmus fiir die Bestimmung der Fehlerwahrscheinlichkeit angeben.

Das Universum U sei die Menge aller Paare (¢, s), wobei s ein Fehlerzustand und ¢ ein Fehler-
schnitt im Zustand s ist. Dabei wird ein Element aus U mit Wahrscheinlichkeit a(c, s) = b(s)
gewdhlt. Zu einem Zustand s sei einer der Fehlerschnitte g(s) ausgezeichnet. Diesen Fehler-
schnitt bezeichnen wir als kanonischen Fehlerschnitt g(s) und wéhlen hierzu den Schnitt, der
die Zusammenhangskomponente des ersten Terminals am kleinsten macht (bzgl. der lexikogra-
phischen Ordnung auf den Knoten). Sei R die Menge aller Paare (g(s), s). Es gilt

a(R) =3 b(s) = b(F).

seF

Der Test, ob ein Paar (c,s) in R liegt, besteht darin ¢(s) zu berechnen und ¢ mit g(s) zu
vergleichen.

Zu einem K-trennenden Schnitt ¢ sei P(c) die Wahrscheinlichkeit, daB ein Zustand s gew&hlt
wird fiir den ¢ ein Fehlerschnitt ist. Dafiir miissen alle Kanten aus ¢ schlecht sein, also ist
P(c) =Tl.e.ple). a(U) ergibt sich jetzt durch die Summierung dieser Wahrscheinlichkeiten

a(U) = ZP(C).

Als nichstes miissen wir Elemente (¢, s) aus U mit Wahrscheinlichkeit a(c, s)/a(U) = b(s)/a(U)
wihlen. Dies geschieht durch Wahl eines K-trennenden Schnittes mit Wahrscheinlichkeit
P(c)/a(U) und dann durch zufilliges Wihlen eines zugehorigen Fehlerzustandes. Dabei sind
alle Kanten e € ¢ schlecht und die iibrigen Kanten e werden mit Wahrscheinlichkeit p(e) mit
dem Wert schlecht belegt.

Als letztes mufB noch das Verhéltnis «(U)/a(R) abgeschétzt werden. Da fiir jeden Fehlerzustand
die Zahl der zugehorigen Fehlerschnitte nicht gréfier als die Anzahl der K-trennenden Schnitte
sein kann, folgt sofort, dafl die Anzahl der K-trennenden Schnitte eine obere Schranke fiir
a(U)/a(R) ist. Falls die Fehlerwahrscheinlichkeiten klein sind, erhdlt man durch das folgende
Lemma eine bessere obere Schranke.
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Lemma 3.2.27 )
o) < gﬂ(l +p(e))

BEwEIs:  Sei m = |F| die Anzahl der Kanten von GG und D die Menge aller Tupel der
Form (b(ey),...b(e;)) fiir 0 < 7 < m mit b(e;) € {gut,schlecht} fiir 1 < j < 4. Desweiteren
bezeichne A den leeren Tupel. Wir konstruieren zwei Funktion ¢ : D — IR und ¥ : D — IR
mit p(A) = a(R) und ¥(A) > a(U). Aus der Konstruktion der Funktionen ergibt sich auch die

folgende Abschitzung iiber das Verhiltnis:
b(b(er), -, b(ei))/p(blen), - -, H (1+ple
Damit ergibt sich
a(U)/a(R) < $(A)/e(A) < H(l +p(e))

Wir definieren jetzt die Funktionen ¢ und . ¢(b(ey),...,b(e;)) sei die bedingte Wahrschein-
lichkeit, dafl s ein Fehlerzustand ist, wobei s(e;) = b(e]) fur 1 <7 < i gelte. Wir kénnen ¢
auch rekursiv folgendermaflen definieren:

1 falls s ein Fehlerzustand ist

pls(en), ... slem)) = { 0 falls s kein Fehlerzustand ist.

und

p(bler),...,b(ei—1)) == ple;)p(bler),...,b(e;i—1),schlecht)+(1—p(e;))p(b(er), ..., b(e;i—1), gut).

Analog definieren wir auch :

1 falls s ein Fehlerzustand ist

Pls(er), oo slem)) = { 0 falls s kein Fehlerzustand ist.
und ¥ (b(e1),...,b(e;—1)) := ple;)P(b(er),...,b(e;—1),schlecht) + ¥ (b(ey), ..., b(e;—1), gut).

Fiir das Verhiltnis zwischen % und ¢ erhalten wir induktiv

P(b(er),...,b(ei—1))/e(b(er),...,b(ei—1) ﬁ (14 p(e;))

Bezeichne 1;_1 = ¥(b(e1), ..., b(e;—1)), ¥i_q, bzw. 17_; die Werte ¢(b(e1),...,b(e;—1),schlecht)
bzw. 1 (b(e1), ..., b(ei—1),gut) und gelten analoge Bezeichnungen fiir ¢. Es gilt

Vi _ pled) iy +¢7,

pic1 - pleypiy + (1= ple)) el
Wir setzen nun die Abschétzungen 7 < ¢f | 72,4, (1 + p(e;)) ein und erhalten

%’—1 “ ple)pi_y + 99?—1
1 + p €; p .
el 1 L o

Aus der Definition von ¢ ergibt sich, daB ¢f_; > 7 | ist. Unter Verwendung dieser Ungleich-
heit ergibt sich der Rest des Beweises durch leichtes Ausrechnen. Damit haben wir

H 1—|—p e]
7=1
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bewiesen.

Um den Beweis zu vervollstdndigen, miissen wir noch zeigen, daf ¥)(A) > a(U) ist. Es ist leicht
zu sehen, daB ¢(b(e1),...,b(ei-1)) = 3o, I1, p(e;), wobei iiber alle Fehlerzusténde s mit den
Werten b(e;) an den Kanten e; summiert wird und das Produkte iiber alle Kanten e; mit
J > 1 geht, die in s schlecht sind. Wir kénnen diese Summe aufteilen in einen Teil mit s(e;) =
schlecht und einen Teil mit s(e;) = gut. Benutzen wir die Definition von 1, sehen wir induktiv
die Richtigkeit dieser Formel.

Somit ist ¥(A) = e [ls(e) schiecht P(€). Da jeder K-separierende Schnitt wenigstens den
Fehlerzustand induziert, indem alle Kanten des Schnittes im Zustand schlecht sind, ist ()

groBer gleich a(U) =3 . [l.c.p(€)- o

3.3 GF(q) Zahlprobleme

Im vorigen Abschnitt haben wir das Problem untersucht, die Anzahl der Einsstellen einer
booleschen Funktion zu berechnen, die in disjunktiver Normalform gegeben ist. Nun stellen
wir die analoge Frage, was passiert, wenn die Funktion als Polynom iiber GI(2) gegeben ist.
Diese Fragestellung &8¢t sich verallgemeinern auf die Frage der ¢-Stellen von Polynomen {iiber
beliebigen endlichen Kérpern. Dies ist eine sehr wichtige Frage in der Geometrie, Algebra und
algebraischen Geometrie.

3.3.1 Exaktes Zahlen

Zunichst werden wir zeigen, dafl das allgemeine Problem auch hier sehr schwer ist, indem wir
es mit dem Satz 3.2.2 von Valiant in Verbindung bringen.

Zunichst bendtigen wir einige Lemmata iiber Polynome iiber GF(2).

Seien fiir 1 < i < m die Polynome w; € GF(2)[x1, ..., 2,]. Zu diesen Polynomen sei
m
UW(T1y oo oy Ty 21y e e - Z) 1= @wi(xl, )%
=1

mit z; € {xy,...2,} definiert. Dann gilt

Lemma 3.3.1  Bezeichne s(u) die Nullstellenmenge des Polynoms u und s({w;}) die Null-
stellenmenge des System {w;}. Dann gilt

#s(u) = #s({wi))2" + (2" — #s({wi)))2m "

BEwEIs:  Wir unterscheiden zwei Fille.

z € s({w;}): In diesem Fall sind fiir alle moglichen Einsetzungen fiir die Variablen z; (2, 2)
Nullstellen von w. Daher trigt dieser Fall den Wert #s({w;})2” zur Summe bei.

x ¢ s({w;}): Dieser Fall tritt 2" —#s({w;}) mal auf. Sei ig der kleinste Index, so daf w;, (z) #
0 ist. Wir konnen alle Variablen z; mit ¢ # i beliebig wéhlen, da die Gleichung
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Dz, wilT)zi D Wi, (2) 2, Wegen w;, # 0 l6sbar ist. Weiterhin ist dadurch z;,
eindeutig bestimmt. Man beachte, dafl dies in jedem Korper gilt. In diesem Fall
ergeben sich also (2”7 — #s({w;}))2™ ™! Nullstellen von u.

Zusammen ergibt sich genau die behauptete Anzahl von Nullstellen. a

Aus diesem Lemma folgen einige einfache Korollare.

Korollar 3.3.2 Das System {wi}lgigm hat eine Losung genau dann, wenn #s(u) > gntm—l1
ist. (#s(u) > 27T~ gilt immer).

Korollar 3.3.3 —
#s(u) — 27T
sty = T2

Wir kénnen die Aussagen auch auf beliebige andere endliche Korper erweitern.

Korollar 3.3.4  Seien u und w; Polynome wie in Lemma 3.3.1 aber iiber GF(¢). Dann gilt

#s(u) = #s({wi})g™ + (0" = #s({wi}))g" "

BeEweis:  Analog zum Beweis von Lemma 3.3.1 O

Nun werden wir die Berechnung der Einsstellen einer monotonen booleschen Formel in 2-DNF
Form auf die Berechnung der Einsstellen eines Polynoms iiber GF(2) vom Grad 3 reduzieren.
Es gilt

Satz 3.3.5  ([EK 90])
Die Berechnung der Einsstellen von p € GF(2)[z1,...,2,] ist #P vollstindig, wenn p vom
Grad > 3 ist.

BeEwEIs:  Sei f eine monotone 2-DNF Formel
f =C VeV Cm,

und ¢; = a; A b;. Die Berechnung von # f ist nach Satz 3.2.2 #P -vollstindig. Zu f definieren
wir das System von Polynomen {w;} mit w; = a;b;. Offensichtlich ist die Anzahl von Nullstellen
des Systems {w;} und der Nullstellen von f gleich. Sei u wie oben durch v = @ w;z; definiert,
dann gilt mit Korollar 3.3.3

_ 2n+m—1
#F =2~ () = 20 - P2

Daher ist die Berechnung von # f auf die Berechnung von #s(u) (und damit auf die Berechnung
von #u) fiir Polynome u vom Grad 3 in polynomieller Zeit reduzierbar. a

Fiir Polynome u vom Grad 4 gilt der folgende
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Satz 3.3.6  Fiir ein Polynom u € GF(2)[z;...2,] vom Grad 4 ist das Problem zu bestim-
men, ob #u > 277! bzw. #u = 2771 gilt, A'P hart.

Bewegrs:  Wir reduzieren das 3-SAT- Problem fiir Formeln in konjunktiver Normalform auf
das obige Problem. Dazu sei f = A2 (a;Vb;V¢;) eine solche Formel in den Variablen 4, ..., 2,
und Literalen a;,b;,¢;. Aus f konstruieren wir das System {w; = (a; V b; V ¢;) § 1} von
Gleichungen iiber GF(2). Dies ist moglich, da
r=xFP1
und
(a; Vb V) =a;, Bb; e ab; @ ae; B bic; & abie

gelten. Nun konstruktieren wir wieder ein Polynoms u wie in Satz 3.3.5. Korollar 3.3.3 zeigt,
daB das System {w;} genau dann eine nichtleere Nullstellenmenge besitzt, wenn #s(u) > 2™
gilt. Das heifit f ist genau dann erfiillbar, wenn #s(u) > 2"t™ ist. Daher ist die Entscheidung,

ob #s(u) = 2" oder #s(u) > 2" gilt, genauso schwer wie ein A'P-vollstindiges Problem.
a

Im folgenden werden wir einen polynomiellen Algorithmus fiir Polynome vom Grad 2 ent-
wickeln. Die Schwere des Zahlproblems hdngt also ganz entschieden von dem Grad des Poly-
noms ab. Zwischen Grad 2 und Grad 3 ist ein tiefer Schnitt zu entdecken.

Satz 3.3.7  Fiir Polynome f iiber GF(2) vom Grad 2 existiert ein Algorithmus zur Berech-
nung von #f, der in Zeit O(n°T1) arbeitet, wobei @ der Exponent der Matrixmultiplikation
ist (a < 2.378).

Der Algorithmus besteht im wesentlichen darin, das Polynom f auf ein sogenanntes Read-Once
Polynom zu transformieren.

Definition 3.3.8 Ein Polynom g heifit Read-Once Polynom, falls jede Variable nur einmal
vorkommt.

Satz 3.3.9 Die Anzahl der Einsstellen eines Read-Once Polynoms kann in polynomieller
Zeit berechnet werden.

BEwWEIs:  Sei g(z1,...,2,) das Read-Once Polynom mit m Monomen. Bezeichne k; die An-
zahl von Variablen im i-ten Monom. Nun kann durch Umbennenen der Variablen erreicht
werden, dafl ¢ geordnet ist:

§=T1%2 ... Thy B Tyl -+ Thythy BB Tpky g1 - - T (B1).

Im konstantenfreien Fall gilt fiir die Anzahl von Einstellen #g von g
#9 = (9 (orronp)) - 27 = D)+ (25 = 29101 )

km n—km
= (27 = 2)  #Glarzn, ) 2T
Hieraus kann rekursiv der Wert von #g berechnet werden. a

Fiir spezielle Arten von Read-Once Polynomen kénnen wir eine geschlossene Formel fiir die
Anzahl der Einsstellen angeben.
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Lemma 3.3.10 Sei g € GF(2)[z1,...,2,] vom Grad 2. Wenn n ungerade ist, so sei
g=2122D - D Tp_2Tn-1 D 2yp.
Dann ist
#g=2""".

Im Falle von geradem n sei
g=z122D D Tp_1%n.

Dann ist

n—2

#g=2""1-273.
Nun kénnen wir die Transformation von f auf ein Read-Once Polynom vornehmen.

Lemma 3.3.11 Sei f ein Polynom iiber GF(2)[z1,...,2,] vom Grad 2. Dann gibt es ein
Read-Once Polynom g € GF(2)[y1,...ym] mit m < n, eine Transformationsmatrix T = (¢;;)
mit linear unabhéingigen Zeilen und einen Translationsvektor C' = (¢;), so daB gilt

g(@tljxj —|—cl,@t2jxj + o, .. .,@tm]wj +em) = flar,. . x,).
J J J

Dabei ist ¢ von der Form
9= S Y2ys D D Ym-1yn  oder

G=U1Y2 P B Ym—1Ym (P1).
Die Berechnung von T', C' und ¢ kann in Zeit O(n®*!) durchgefiihrt werden.

Bewegls:  Der Beweis ist konstruktiv und gibt direkt einen rekursiven Algorithmus an. Die
Rekursion geht iiber die Variablenmenge von f.

Sei f € GF(2)[z1,...,2,). Zunichst schreiben wir f als
f=alz1, . Tn1) T B h(z1, ..., Tpo1).

h ist eine Funktion auf der Variablenmenge {zy,...,2,_1}. Wir wenden nun unseren Algo-
rithmus rekursiv auf A an und erhalten das transformierte Read-Once Polynom /S von der
Form

B=y1 Dyays D Yr—1Yk Typ 1

oder
B=1y1y2D D yr—1yr(B1) Typ 11,

die zugehorige k x (n — 1) Transformationsmatrix 7" und den zugehérigen Translationsvektor
C'. Die Variablen y; sind damit Linearkombinationen der Variablen z; und der Konstante 1.
Dabei sind die einzelnen Variablen y; linear unabh&ngig. Daher gilt £k < n — 1 < n. Nun hat f
die Darstellung

f=ax,® 5.

Dabei ist « ein lineares Polynom, da f hochstens Grad 2 hat. Fiir o betrachten wir nun die
folgenden Fille.
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e (ist vom Typ I. Dann fassen wir die Variablen z, und y; zu einer neuen Variablen
zusammen:

f=2, By Dyays & - D Yr—1Yk-
N——’
v
Durch diese Transformation wird nur die Variable y; gedndert, d.h. es gilt
yi =1 S¥ Tp.
Die iibrigen Variablen, der Vektor ' und der Typ von (3 bleiben unverdndert.
e [ ist vom Typ II. Dann ist f schon vom Typ I:

f=2, Oy @ D yp—1yx (D)

=y DYsys D - D YUkt
Die Transformation hat also die Gestalt

/

Yy = 2, (B1) Y=y fiir i > 2

Der Translationsvektor €' wird entsprechend erweitert. Allerdings ist § nun vom
Typ L

2. «ist linear unabhingig von den Variablen in 8. Daher gilt k& < n — 1. Wenn wir « in der
Form

o= @ t;xi + c,
darstellen, so ist der Vektor ¢, unabhingig von den Zeilenvektoren von 7. Damit ist
f="hap® zpo
N~
Yk+1Yk+2

Es ergibt sich also
yii=y fiir i <k Yp = Ty Ykt = O

3. « ist linear abhdngig von den Variablen von 3.
Dann sei « ausgedriickt in den Variablen von 3 von der Form

a=yi @By

oder

o=y, Dy, DL

Diese Darstellung kann durch Matrizeninversion gewonnen werden. Wir reduzieren o nun
stiickchenweise. Dabei unterscheiden wir zwei Fille.

e Es gibt einen Index s und einen Index ¢, so daf} y; und y; ein Monom von /3 bilden,
d.h. ysy; ist ein Term von . Damit sieht f folgendermaflen aus:

Die Variablen y, und y; ergeben sich folglich zu
Ys = Ys D Tp Yt ‘= Yt D Ty

« haben wir zu
a=ady; Py e 1

reduziert, d.h. o enth&lt nun zwei Variablen weniger.
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e Es gibt keine solche Indices. Dann gilt

f= B ysun S ysye = . ys(@n B yr),
wobei y; kein Term in « ist. Damit sieht die Transformation folgendermafien aus
Y=y B, yi o=y, fiir i £ ¢.
o = o Py, verkiirzt sich um eine Variable.

Falls o # 0 ist, so ist der Rekursionsschritt noch nicht abgeschlossen und wir miissen
fiir dieses neue « ebenfalls wieder alle Fallunterscheidungen durchgehen. Man beachte
jedoch, dafl sich in diesem Fall die Anzahl der y Variablen nicht erh&ht.

Damit haben wir alle Fille diskutiert. Die Laufzeit des Algorithmus ist O(n®*!). Dies ergibt
sich aus einem Maximalaufwand von O(n?) fiir jede Rekursionsstufe, der durch die Matrixin-
version im Fall 3 bedingt ist. O

3.3.2 Approximative Zahlung der Einsstellen von GF(2) Polynomen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen das die Bestimmung der Einsstellen einer booleschen
Funktion, die als GF(2) Polynom gegeben ist, sehr schwierig ist. In diesem Abschnitt werden
wir zeigen, dafl wir den Approximationsalgorithmus fiir das DNF Zdhlproblem auch fiir das
GF(2) Zéahlproblem verwenden kénnen. Dazu werden wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.3.12  ([KL 90])
Sei C' = {¢;} eine beliebige Menge von m paarweise verschiedenen, nichtleeren Klauseln iiber
n Variablen. Bezeichne ¢ die Menge der Einsstellen der Funktion ¢ = \/ ¢; und F' die Menge
der Einsstellen der Funktion f = @ ¢;, d.h wir sehen die Menge C' einmal als Monome einer
Funktion in diskunktiver Normalform und einmal als Monome eines Polynoms iiber GF(2) an.
Dann gilt

GI/|F| < m.

Sei U die in Abschnitt 3.2.1 definierte Uberdeckung von G. Dann gilt fiir das Verhiltnis von
|U| und |G|

M <m

Gl =
Mit Hilfe von Satz 3.3.12 erhalten wir dann

i _ o

— < m-.

[Fl

Diese Aussagen implizieren direkt den folgenden

Satz 3.3.13 Es gibt einen (e, d)-Approximationsalgoritmus fiir das G'F'(2) Z&hlproblem,
der in Zeit
O(nm®In(1/8) /€%

lauft.
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Sei X = {x1,..., 2} eine Menge von Variablen und s eine Belegung der Variablen {zy,...2,}.
Dann definieren wir fiir jede Teilmenge X’ von X die Belegung s(X’) durch

. /
S(X; ::{ 0 falls #; € X\ X/

s; sonst

Lemma 3.3.14  Sei s eine Variablenbelegung mit g(s) = 1 und X die Variablenmenge eines
maximalen Terms ¢ mit ¢(s) = 1. Dann gibt es wenigstens eine Variablenbelegung s = s(X")
fiir ein X' C X, mit f(s') =1, d.h. &' = s(X’) erfiillt eine ungerade Anzahl von Klauseln.

BEwEgls:  Sei T'= {¢; | ¢;(s) = 1} die Menge von Klausen, die von s erfiillt werden.

e Wenn |T'| ungerade ist, dann erfiillt X’ = X die Bedingung.

e Wenn |T'| gerade ist, so dann teilen wir 7" in die Mengen 77 und T". T" ist die Menge aller
Klauseln, so dal mindestens eine Variable aus X in der Klausel vorkommt, 7" enthilt
die Klauseln, die keine Variablen mit X gemeinsam haben.

— Falls |T”| ungerade ist, dann wihlen wir X’ = (). Dadurch werden alle Klauseln in
T" erfiillt aber keine in T".

— Falls |[T"] und damit auch |T’| gerade ist, so benutzen wir die folgende Konstruktion.
Dazu sei

P(XY) i=A{ei [ eifs(XT) = 1},
QX" :=={c;| Var () N X = X'}

und p(X’) und ¢(X’) die Paritdt der zugehdrigen Mengen. Aufgrund der Maxima-
litdt von ¢ besteht Q(X) nur aus dem Element ¢. Damit ist ¢(X) = 1. Wir sind nun
interessiert an einem X' mit p(X’) = 1. Zwischen den Mengen P und @ (und damit
auch zwischen p und ¢) besteht der folgende, einfach zu beweisende Zusammenhang:

PX)= |J Qx").

X//CX/

Dieser Zusammenhang 148t sich durch eine nicht singuldre obere Dreiecksmatrix
ausdriicken. Ebenso lassen sich die Werte von p durch die Werte von ¢ durch ein
lineares invertierbares Gleichungssystem iiber GF(2) ausdriicken. Da ¢(X) # 0 ist,
folgt also, daf es wenigstens ein X' mit p(X') # 0 gibt. O

Lemma 3.3.15 Es gibt eine Zuordnung ¢ : G — F, so daf fiir alle s € F’ die Urbildmenge
¢~ 1(s) héchstens m Elemente enthilt.

BEwWEIS:  Zu s € F sei ts ein maximaler Term, der durch s erfiillt wird, d.h. es gibt keinen
Term ¢ mit ¢(s) = 1, dessen Variablenmenge die Variablenmenge von ¢; enthilt. Fiir die
(hochstens) m — 1 vielen Terme, die nicht von s erfiillt werden, sei s; die Belegung, in der alle
Variablen, die in ¢ vorkommen, auf 1 gesetzt sind, die aber sonst mit s iibereinstimmt. Damit
definieren wir die Urbildmenge Ms = ¢~!(s) von s als

M ={s} U{s; | t(s) = 0}.
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Wir behaupten nun, dal G = Usep M gilt. Sei 5 € G und s die nach Lemma 3.3.14 konstruierte
erfiillende Belegung von f. Nach dieser Konstruktion gilt s € M. Daher ist ¢ die gewiinschte
Zuordnung.

BEwEIs:  von Satz 3.3.12

In Lemma 3.3.15 haben wir ein Abbildung ¢ : G — F konstruiert, so daf fiir alle s € F die
Urbildmenge ¢~ !(s) héchstens m Elemente enthilt. Dann kann die Menge G hchstens m mal
so grof} sein wie F. a

Dieses Ergebnis ist sogar optimal. Betrachten wir fiir eine Zweierpotenz m das Polynom

gr=[J@i® D) ] 2.

ieT igT

Wenn |T'| = log m ist, so hat g7 genau m Terme und eine Einsstelle. Die entsprechende Funktion

fr= /\(acz\/l)/\xz

€T g7
in disjunktiver Normalform hat jedoch m Einsstellen.

Bis jetzt haben wir GF(2)-Polynome mit Termen betrachtet, deren Variablenmenge jeweils
nichtleer war. Dies sind gerade diejenigen Polynomen, die nicht die Konstante 1 (= Term mit
leerer Variablenmenge) enthalten. Fiir GF(2)-Polynome mit Konstante 1 gilt der folgende

Satz 3.3.16 Sei p ein Polynom in den Variablen {zy,...2,} mit p(0,...,0) = 1. Sei U =
{0,1}" die Menge aller Einsetzungen fiir die Variablen und G die Menge aller Einsstellen von
p. Dann gilt

\Ul/1G] < m.

Dieser Satz impliziert direkt einen Algorithmus fiir diese Polynome, der in Laufzeit
O(nm?log(1/5)/e*)

implementierbar ist.

3.3.3 Approximative Zahlung von c-Stellen multilinearer Polynome tiiber

GF(q)

In diesem Abschnitt wollen wir die Anzahl von c¢-Stellen von multilinearen Polynomen iiber
GF(q) bestimmen ([KL 91]).

Definition 3.3.17 Ein multivariates Polynom f(z1,...,2,) heifit multilinear, wenn
deg .. < 1 fiir jedes 7 gilt.
Definition 3.3.18 Es bezeichne

#.g={(z1,...2,) € GF(¢)" | g(z1,...2,) = ¢}]

die Anzahl der ¢-Stellen von g € GF(¢)[z1,..., %]
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Lemma 3.3.19
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Sei g € GF(¢)[z1,...,2,] ein multilineares nicht konstantes Polynom.
Dann gilt fiir alle ¢ € GF(g):

#cg Z ((] - 1)71—1‘

BEwEIs:  Wir beweisen das Lemma durch Induktion iiber n der Anzahl der Variablen.

n=1 Sei g(z) = ax+ b mit a # 0. Dann hat die Gleichung g(z) = s fiir jedes
s € GF(q) genau eine Lésung. Somit gilt

n—n+1

#cg: 1= ((]_ 1)0‘

Wir stellen das Polynom g folgendermaflen dar:

g1, Tpg1) = Tpgrh(2r, . cxn) + k(21,...20).

Dabei sind h und k multilineare Polynome in den Variablen z,...,z,.

Wir unterscheiden nun drei Fille:

h(z1,...,2,) =0

In diesem Fall ist
#eg = q#tck > qlg— 1" < (¢—1)"

h(z1,...2,) =d#0

Das Polynom ¢ hat also die Gestalt g(z1,...2,41) = @p41d +
k(zy1,...xz,). Fir festes (21,...2,) haben wir ein lineares univaria-
tes Polynom, welches jeden Wert ¢ € GF(q) genau einmal annimmt
unabhéngig von dem Wert von k(z1,...,2,). Fiir jede beliebige Be-
legung der Variablen zq,...,z, hat ¢g(21,...,2,, 2,41) genau eine
Losung. Somit ist

#e9=1q">(¢g—1)".

h(z1,...,2,) ist nicht konstant. Nach Induktionsannahme gibt es
mindestens (¢ —1)"~! Losungen der Gleichung h(zy,...x,) = d. Fiir
d # 0 ist gibt es fiir jede dieser Losungen (z1,...,2, genau ein &,41
mit g(21,...,Tnt1) = ¢. Damit gilt

#eg > Y H#ah > (-1 (g-1)""=(g- D"

d#£0

Bezeichne Var (t) die Variablenmenge eines Polynoms oder Terms ¢.

Satz 3.3.20  Sei f € GF(¢)[1,..., %] ein multilineares Polynom und ¢ € GF(q). Bezeichne
m die Anzahl der Terme von f = >"t;, D(f) :={s € GF(¢)" | 3t; t;(s) # 0} und S.(f) :={s €
GF(¢)" | f(s) = ¢}. Falls f keinen konstanten Term enthilt oder der konstante Term gleich ¢

ist, dann gilt

(D)
1S:(N)]

< (g —1)m.
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Beweis:  Wir partitionieren D(f) in Mengen D; ;(f) und iiberdecken S.(f) durch eine glei-
che Anzahl von Mengen R; ;(f). Durch eine Beziehung zwischen den Mengen R; ;(f) undD; ;(f)
erhalten wir dann die gewiinschte Aussage.

Zunichst iiberdecken wir D(f) durch nicht notwendigerweise disjunkte Mengen D;(f):
D;i(f):={s€ GF(¢q)" | t:(s) # 0, —3t; > t; mit ¢;(s) # 0}.
Dabei bedeutet ¢; < t;, daBl Var (¢;) C Var (¢;) gilt.

D;(f) besteht also aus den Zuweisungen s, fiir die der Term ¢; maximal unter allen Termen
mit ¢(s) # 0 ist.

D;(f) partitionieren wir in ¢"~9°8% Mengen D; ;(f). D; ;(f) besteht aus all den Zuweisungen
aus D;(f), die auf den Variablen, die nicht in ¢; auftauchen, gleich sind. Die Gré8e von D; ;(f)
ist durch die Anzahl von Zuweisungen s zu den Variablen in ¢; mit ¢;(s) # 0 beschrinkt. Da
jede der degt; vielen Variablen einen Wert ungleich 0 erhalten muf, sind dies (¢ — 1)degt" viele.

Zu den Mengen D; ;(f) definieren wir die Mengen R; ;(f) in der folgenden Weise. Die Zuwei-
sungen zu den Variablen, die nicht in ¢; auftauchen, sei so wie in D; ;(f), d.h. wir betrachten
Polynome p , die aus einer partiellen Zuweisung der Variablen hervorgehen. Diese Polynome
sind Polynome in den Variablen in Var (¢;). Wir erweitern nun die partielle Zuweisung, so daf
p und damit f zu ¢ evaluiert.

Aufgrund der Definition der Mengen D;(f), werden die Polynome, die durch partielle Zuwei-
sung der Variablen aus f hervorgehen, nicht konstant. Daher kénnen wir Lemma 3.3.19 auf die
Polynome p anwenden und erhalten daher fiir alle ¢, j eine untere Schranke fiir die Kardinalitit
der Mengen R; ;(f):

Rij(1)] 2 (g - stz 1PtD]
.

Da die Mengen R; ;(f) die Menge S.(f) tiberdecken haben, wir die Ungleichung
|Se(NI< IR (].
0]

Aufgrund der Konstruktion sind die Mengen R; ;(f) und R; x(f) fiir j # k disjunkt, da sie
den Variablen aufierhalb von Var (¢;) verschiedene Werte zuweisen. Daher kann jedes Element
s € S.(f) in hochstens m verschiedenen Mengen R; ;(f) auftauchen. Damit haben wir

18] > SR (0)]

Zusammenfassend ergibt sich

DOl XDl Xijle = DIRGD]
1Se(A] = m &y [Bii (DI~ 1/m 3 |Rii(f)]

Die Schranke des Satzes 3.3.20 ist scharf. Dies zeigt das Beispiel

n

flee, ...z, = sz

=1
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Es gibt (¢ — 1)” Belegungen, so dafl (der einzige) Term von f ungleich 0 wird, aber genau
(¢ — 1)~ viele Belegungen, so daf§ f den Wert ¢ annimmt. Das Verhiltnis ist genau ¢ — 1.

Wir haben nun wieder eine geeignete Uberdeckung konstruiert, und kénnen wieder dasselbe
Schema fiir einen (¢, §)-Approximationsalgorithmus anwenden.

Kiirzlich wurde dieses Ergebnis von Grigoriev und Karpinski [GK 91] auf den Fall beliebige Po-
lynome iiber GF(q) erweitert. Wir wollen jedoch auf eine Darstellung verzichten und verweisen

auf die Literatur.
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